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❆❧❧♦❝❛t✐♥❣ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❧♦ts ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♥❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛r❦❡t ❞❡s✐❣♥✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧✐♥❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❜② ♣✉❜❧✐❝ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡
❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts ❢♦r ❞r✐✈❡r✬s ❧✐❝❡♥s❡s✱ ✈✐s❛ ✐♥t❡r✈✐❡✇s✱ ♣❛ss♣♦rt r❡♥❡✇❛❧s✱ ❡t❝✳ ❲❡ ❞♦❝✉♠❡♥t t❤❛t
❜❧❛❝❦ ♠❛r❦❡ts ❢♦r ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ❙❝❛❧♣❡rs ❜♦♦❦
t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♦✛❡r❡❞ ❢♦r ❢r❡❡ ❛♥❞ s❡❧❧ t❤❡ s❧♦ts t♦ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧
t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✜rst✲❝♦♠❡✲✜rst✲s❡r✈❡❞ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s②st❡♠ ❝♦❧❧❡❝ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r s❧♦ts ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ t❤❡♥ r❛♥❞♦♠❧②
❛❧❧♦❝❛t❡s s❧♦ts t♦ ❛♣♣❧✐❝❛♥ts✳ ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s ✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤
❞❡♠❛♥❞ ❢♦r s❧♦ts✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝ts ❛♥❞ ❧❛❜ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥✜r♠ t❤❛t s❝❛❧♣❡rs ♣r♦✜t❛❜❧②
❜♦♦❦ ❛♥❞ s❡❧❧ s❧♦ts ✉♥❞❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t s②st❡♠ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞✱ ❜✉t t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❛❝t✐✈❡
✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❡✇ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ❞❡♠❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❑❡②✇♦r❞s ✿ ▼❛r❦❡t ❞❡s✐❣♥✱ ♦♥❧✐♥❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠✱ ✜rst ❝♦♠❡ ✜rst s❡r✈❡❞✱ s❝❛❧♣✐♥❣
❏❊▲ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❈✾✷✱ ❉✹✼
∗❖✉r s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s ❣♦ t♦ ❘❡♥❦❡ ❋❛❤❧✲❙♣✐❡✇❛❝❦ ❛t t❤❡ ●❡r♠❛♥ ❋♦r❡✐❣♥ ❖✣❝❡ ✇❤♦ ✐♥s♣✐r❡❞ ✉s t♦ ✇♦r❦ ♦♥ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❛r❡ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ◆✐♥❛ ❇♦♥❣❡ ✇❤♦ ❤❡❧♣❡❞ ✉s ✇✐t❤ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❏❡♥♥✐❢❡r
❘♦♥t❣❛♥❣❡r ❢♦r ❝♦♣② ❡❞✐t✐♥❣✳ ❲❡ t❤❛♥❦ ●❡♦r❣② ❆rt❡♠♦✈✱ Pét❡r ❇✐ró✱ ❆♥t♦♥✐♦ ❘♦♠❡r♦✲▼❡❞✐♥❛✱ ❆❧❡① ◆✐❝❤✐❢♦r✱
❙✐q✐ P❛♥✱ ❨❛s✉♥❛r✐ ❚❛♠❛❞❛✱ ❙✉✈✐ ❱❛s❛♠❛✱ ❚♦♠ ❲✐❧❦❡♥✐♥❣✱ ❩❤✐❜♦ ❳✉✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❇❡r❧✐♥ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧
❊❝♦♥♦♠✐❝s ❲♦r❦s❤♦♣✱ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ▼❡❡t✐♥❣ ✭❊❇❊▼✮ ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇♦♥♥✱ t❤❡ ❈♦♥✲
❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ■♥❡q✉❛❧✐t② ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❊❞✐♥❜✉r❣❤✱ s❡♠✐♥❛rs ❛t ❯❚❙
❙②❞♥❡②✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼❡❧❜♦✉r♥❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙t✳❆♥❞r❡✇s✱ ❛♥❞ ❉■❈❊ ❛t ❉üss❡❧❞♦r❢ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❢♦r t❤❡✐r ✈❛❧✉❛❜❧❡
❝♦♠♠❡♥ts✳ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ t❤❡ ❉❋● t❤r♦✉❣❤ ❈❘❈ ❚❘❘ ✶✾✵ ❛♥❞ t❤❡ ▲❡✐❜♥✐③ ❙❆❲ ♣r♦❥❡❝t ▼❆❉❊P ✐s
❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✳
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▲❛✉s❛♥♥❡✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞❀ ❡♠❛✐❧✿ r✉st❛♠❞❥❛♥✳❤❛❦✐♠♦✈❅✉♥✐❧✳❝❤
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➓❲❩❇ ❇❡r❧✐♥ ❙♦❝✐❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❈❡♥t❡r ✫ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❇❡r❧✐♥✱ ❘❡✐❝❤♣✐❡ts❝❤✉❢❡r ✺✵✱ ✶✵✼✽✺ ❇❡r❧✐♥✱ ●❡r♠❛♥②❀
❡♠❛✐❧✿ ❞♦r♦t❤❡❛✳❦✉❡❜❧❡r❅✇③❜✳❡✉
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✶
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ ♠♦♥❡② ✐s ♥♦t ✉s❡❞ t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ s✉♣♣❧② ❤❛✈❡ ❣❛✐♥❡❞ t❤❡
❛tt❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐sts ✐♥ r❡❝❡♥t ❞❡❝❛❞❡s✳ ▼❛♥② s✉❝❤ ♠❛r❦❡ts ❞♦ ♥♦t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡r❧② ✇❤❡♥ ❧❡❢t t♦
t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❣✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ♣✉❜❧✐❝ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s✳ ❲❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❡①❛♠♣❧❡s
❛r❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ s❡❛ts ❛t s❝❤♦♦❧s ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s✳ ❙❝❤♦♦❧ s❡❛ts ❛r❡ ♥♦t ❛✉❝t✐♦♥❡❞ ♦✛ t♦
t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❜✐❞❞❡rs❀ ✐♥st❡❛❞ ♠❡r✐t♦❝r❛t✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❣♦✈❡r♥ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥s ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❆
r❡❧❛t❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts ❛t ♣✉❜❧✐❝ ♦✣❝❡s✳ ❆♣♣♦✐♥t♠❡♥ts ❛r❡
♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ❢r❡❡ ❛♥❞ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❝❝❡ss ♠❛♥② ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ s❡r✈✐❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛
❞r✐✈❡r✬s ❧✐❝❡♥s❡✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ✈✐s❛✱ ♦r r❡♥❡✇✐♥❣ ❛ ♣❛ss♣♦rt✳ ▲❛t❡❧②✱ ♠❛♥② ❛✉t❤♦r✐t✐❡s ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
♦♥❧✐♥❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs t♦ ❜♦♦❦ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱ ❛♥❞ t♦
❛✈♦✐❞ q✉❡✉❡s✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ♦♥❧✐♥❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✜rst✲❝♦♠❡✲✜rst✲s❡r✈❡❞ r✉❧❡s✿
❛♥ ❛✉t❤♦r✐t② ♦✛❡rs t✐♠❡ s❧♦ts ♦♥ ❛ ✇❡❜s✐t❡✱ ❛♥❞ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ✈✐s✐t✐♥❣ t❤❡ ✇❡❜s✐t❡ ❝❛♥ ♣✐❝❦
❛♥② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭♥♦t ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜♦♦❦❡❞✮ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❧♦t✳
❙✉❝❤ ♦♥❧✐♥❡ s②st❡♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✜rst✲❝♦♠❡✲✜rst✲s❡r✈❡❞ r✉❧❡s ❛r❡ ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦ s❝❛❧♣✐♥❣✳ ❙❝❛❧♣❡rs
❛r❡ ✜r♠s t❤❛t ❜♦♦❦ s❧♦ts ❛♥❞ s❡❧❧ t❤❡♠ t♦ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs ✉s❡ ❛
s♦❢t✇❛r❡ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❜♦♦❦ s❧♦ts ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡② ❛♣♣❡❛r✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✜r♠s
❤❛✈❡ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❜♦♦❦✐♥❣ s❧♦ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t
s❡❡❦❡rs✳ ❇❧❛❝❦ ♠❛r❦❡ts ❢♦r ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❧♦ts ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ♠❛♥② ♦♥❧✐♥❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠s✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡q✉❛❧ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡r✈✐❝❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ ✐♥❝♦♠❡✱ ♠❛② ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞✳ ✶ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ✜r♠s ❛❝t✐♥❣ ❛s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s
♣r♦✜t ✉♥❞❡s❡r✈❡❞❧② ❢r♦♠ ♣✉❜❧✐❝ s❡r✈✐❝❡s✳
❚❤❡ ✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❝❡ s❧♦ts ❜❡❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❜♦♦❦❡❞ ♦♥ ❛ ✜rst✲❝♦♠❡✲✜rst✲s❡r✈❡❞ ❜❛s✐s✳ ❙❝❛❧♣❡rs ❜♦♦❦ ❛♥② ♦♣❡♥ s❧♦ts ✇✐t❤ ❢❛❦❡
♥❛♠❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s❡❧❧ t❤❡♠✳ ❚❤❡ s❛❧❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡✲❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❝❛♥❝❡❧❡❞ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts
✐♥ t❤❡ s②st❡♠✿ s❝❛❧♣❡rs ✜rst ❝❛♥❝❡❧ t❤❡✐r ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❢❛❦❡ ♥❛♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❜♦♦❦ ✐t ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡✐r ❝✉st♦♠❡r✳ ❚❤✐s r❡✲❜♦♦❦✐♥❣ ♦❢ ❝❛♥❝❡❧❡❞ s❧♦ts ❜②♣❛ss❡s t❤❡ ❜❛rr✐❡r
✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ■❉ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ s✐❞❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s ❛❝t✐✈✐t✐❡s
✐s t❤❛t ❢❛❦❡ ❜♦♦❦✐♥❣s ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ♥♦t ❝❛♥❝❡❧❡❞ ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ♥♦✲s❤♦✇s✳
❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦♠✐♥❡♥t ❝❛s❡s ❤❛✈❡ s✉r❢❛❝❡❞ r❡❝❡♥t❧② ✇❤❡r❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❧♦ts ❛t ♣✉❜❧✐❝ ♦✣❝❡s
✇❡r❡ s♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t✐♠❡ s❧♦ts ❢♦r ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts ❛t t❤❡ ❯❙ ❝♦♥s✉❧❛t❡ ✐♥ ❈❤❡♥♥❛✐✱
■♥❞✐❛✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦✛❡r❡❞ ❛t ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ♣r✐❝❡s✳✷ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠
❢♦r ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡ ■r✐s❤ ◆❛t✉r❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ■♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ❙❡r✈✐❝❡ ❈❡♥t❡r ✐♥ ❉✉❜❧✐♥ ❛❧s♦
❧❡❞ t♦ s❝❛❧♣✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳✸ ❯♣ t♦ ❯❙ ✩✺✵✵ ✇❡r❡ ♣❛✐❞ t♦ s❝❛❧♣❡rs t♦ ❣❡t ❛♥
✶❲❡ ❞♦ ♥♦t ♠❛❦❡ t❤❡ ♥♦r♠❛t✐✈❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❡q✉❛❧ ❛❝❝❡ss ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ♦✛❡r✐♥❣ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❢♦r ❢r❡❡✳
■♥ ❢❛❝t✱ s♦♠❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦✛❡r ♣r✐♦r✐t② s❡r✈✐❝❡s ❛❣❛✐♥st ♣❛②♠❡♥t ✭s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢❡❡s ❢♦r ✈✐s❛s ✐♥ ❈❤✐♥❛✿
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✈✐s❛❢♦r❝❤✐♥❛✳♦r❣✴❈❇❘❴❊◆✴✉♣❧♦❛❞✴❆tt❛❝❤✴♠r❜❥✴✷✽✶✾✹✹✳♣❞❢❀ ❧❛st ❛❝❝❡ss❡❞ ♦♥ ❆♣r✐❧ ✼✱ ✷✵✶✾✮✳
✷❙❡❡ ❤tt♣s✿✴✴t✐♠❡s♦✜♥❞✐❛✳✐♥❞✐❛t✐♠❡s✳❝♦♠✴❝✐t②✴❤②❞❡r❛❜❛❞✴❯❙✲❝♦♥s✉❧❛t❡✲t♦✲❝❤❡❝❦✲✈✐s❛✲
s❝❛❧♣✐♥❣✴❛rt✐❝❧❡s❤♦✇✴✸✹✸✸✸✳❝♠s✳ ▲❛st ❛❝❝❡ss❡❞ ♦♥ ▼❛r❝❤ ✹✱ ✷✵✶✾✳
✸❙❡❡ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳✐r✐s❤t✐♠❡s✳❝♦♠✴♥❡✇s✴s♦❝✐❛❧✲❛✛❛✐rs✴❜♦ts✲✉s❡❞✲t♦✲❜❧♦❝❦✲✐♠♠✐❣r❛♥ts✲✐♥✲✐r❡❧❛♥❞✲❢r♦♠✲♠❛❦✐♥❣✲
✷
❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t ❛t t❤❡ ●❡r♠❛♥ ❝♦♥s✉❧❛t❡s ✐♥ ❇❡✐r✉t✱ ❚❡❤r❛♥✱ ❛♥❞ ❙❤❛♥❣❤❛✐✳✹ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts ♣❧❛②❡❞ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ✷✵✶✹ ✐♥ ❇❡✐r✉t ✇❤❡r❡ ♠❛♥② ❙②r✐❛♥ r❡❢✉❣❡❡s tr✐❡❞
t♦ ❣❡t ❛ ✈✐s❛ t♦ ❥♦✐♥ ❢❛♠✐❧② ♠❡♠❜❡rs ♦r t♦ st✉❞② ✐♥ ●❡r♠❛♥②✳ ❚❤❡ ●❡r♠❛♥ ❝♦♥s✉❧❛t❡s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t
♦♣❡♥ s❧♦ts ✇❡r❡ ❛❧♠♦st ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❛❦❡♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞❡s♣✐t❡ ❛❧❧ s❧♦ts ❜❡✐♥❣ ❢✉❧❧② ❜♦♦❦❡❞✱ t❤❡r❡
✇❛s ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♥♦✲s❤♦✇s ❢♦r t❤❡ ❜♦♦❦❡❞ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts✳ ■♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤✐s✱ t❤❡ ●❡r♠❛♥
❋♦r❡✐❣♥ ❖✣❝❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡♠♣♦r❛r② ✜①❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ r❡✲♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ s❧♦ts
❛❢t❡r t❤❡✐r ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧♦ts✱ ♦✉ts♦✉r❝✐♥❣ t❤❡ s❡r✈✐❝❡s t♦ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s✱
❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ s♦♠❡ s❧♦ts ✈✐❛ ❡♠❛✐❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ❤❛✈❡ ♥♦t r❡s♦❧✈❡❞ t❤❡ ✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ s❝❛❧♣❡rs ❛r❡ st✐❧❧ ❛❝t✐✈❡✳✺
❙✐♠✐❧❛r ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❢♦r ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞r✐✈❡r✬s ❧✐❝❡♥s❡ ❛t t❤❡
❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼♦t♦r ❱❡❤✐❝❧❡s ✐♥ s♦♠❡ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❯❙✳✻ ❚❤❡ st❛rt✉♣ ❨♦●♦✈ ♦✛❡rs s✉❝❤ ❛♣♣♦✐♥t✲
♠❡♥ts ❢♦r ♠♦♥❡②✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❝r✐t✐❝✐s♠ ♦❢ ❨♦●♦✈ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t st❛rt✐♥❣ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✱
❨♦●♦✈ ❤❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐ts s❡r✈✐❝❡s ❜② ❛❧s♦ ♦✛❡r✐♥❣ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts ❢♦r ❚❙❆ Pr❡✲❈❤❡❝❦
❡♥r♦❧❧♠❡♥t ❛♥❞ ♣❛ss♣♦rt r❡♥❡✇❛❧s✳✼ ❆ r❡❧❛t❡❞ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ s❝❛❧♣✐♥❣ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❇❡r❧✐♥ ✇❤❡r❡
❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❧♦ts ❛t ♣✉❜❧✐❝ ♦✣❝❡s ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦♥❧✐♥❡✳ ❚❤❡s❡ t✐♠❡ s❧♦ts ✇❡r❡ ♦✛❡r❡❞ ❢♦r ♠♦♥❡②
♦♥ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ✇❡❜s✐t❡✳✽
❆♣♣♦✐♥t♠❡♥ts ❛t ♣✉❜❧✐❝ ❤♦s♣✐t❛❧s ✐♥ ❈❤✐♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ❜♦♦❦❡❞ ♦♥❧✐♥❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❧♦♥❣ q✉❡✉❡s✳ ❚❤❡
♣❛t✐❡♥t ❜✉②s ❛ r❡❣✐str❛t✐♦♥ t✐❝❦❡t t♦ s❡❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞♦❝t♦r t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠♦❜✐❧❡ ❛♣♣ ♦r ♦♥❧✐♥❡✳✾ ❚❤❡
♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❞♦❝t♦r t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ♥❡❡❞s t♦ s❡❡✳ ❙❝❛❧♣❡rs
s❡❧❧ t❤❡s❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ t✐❝❦❡ts ❢♦r ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts ❛t ♣r❡st✐❣✐♦✉s ❤♦s♣✐t❛❧s ❢♦r ✉♣ t♦ ✺✵ t✐♠❡s t❤❡✐r ❢❛❝❡
✈❛❧✉❡✳✶✵ ❚❤✉s✱ s❝❛❧♣✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ❢♦r ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts ✐❢ t❤❡
♣r✐❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞❥✉st t♦ ❡q✉❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ s✉♣♣❧②✳
❖♥❧✐♥❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❜② ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s✱ ❛♥❞ s❝❛❧♣❡rs ❝❛♥ ♣r♦✜t ✐❢ ✜r♠s tr② t♦
✈✐s❛✲❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts✲✶✳✸✻✷✵✾✺✼✳ ▲❛st ❛❝❝❡ss❡❞ ♦♥ ▼❛r❝❤ ✹✱ ✷✵✶✾✱
✹❙❡❡ ✏❊✐♥ ❚❡r♠✐♥ ✐♥ ❞❡r ❞❡✉ts❝❤❡♥ ❇♦ts❝❤❛❢t❄ ❉❛s ❦♦st❡t✦✑ ✐♥✿ ❙♣✐❡❣❡❧ ❖♥❧✐♥❡✱ ❏✉❧② ✻✱ ✷✵✶✺✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❡✈❡♥ts
r❡❝❡✐✈❡❞ ♣r❡ss ❝♦✈❡r❛❣❡✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❝♦♥t❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ●❡r♠❛♥ ❋♦r❡✐❣♥ ❖✣❝❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ✇❛s t❤❡
st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✳
✺❚❤❡ ✇❡❜s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ●❡r♠❛♥ ❝♦♥s✉❧❛t❡ ✐♥ ❇❡✐r✉t ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡✿ ✏❈❛✉t✐♦♥✿ ▼❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛♥ts
✐♥❢♦r♠❡❞ ✉s t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ❧♦❝❛❧ ✬❱✐s❛ ❙❡r✈✐❝❡ ❆❣❡♥❝✐❡s✬ ❝❧❛✐♠ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦r❣❛♥✐s❡ ❛♥ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t ❢♦r ♣❛②♠❡♥t✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛❣❡♥❝✐❡s ♦♥❧② s❡♥❞ ❢❛❧s✐✜❡❞ ❡✲♠❛✐❧✲❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts✱ ♦r ❞❡♠❛♥❞ ❤♦rr❡♥❞♦✉s ♣r✐❝❡s ♦❢
s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❊✉r♦s ❢♦r ♣r♦♣❡r ❜♦♦❦✐♥❣s✳ ■♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛♥ts t❤❡s❡ ❛❣❡♥❝✐❡s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞✳
❚❤✐s ❊♠❜❛ss② ❞♦❡s ◆❖❚ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ♣r✐✈❛t❡ ♦✣❝❡s ❢♦r ❛rr❛♥❣✐♥❣ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❝❧❛✐♠ ✐t✳✑ ✭▲❛st ❛❝❝❡ss❡❞
♦♥ ▼❛r❝❤ ✷✱ ✷✵✶✾✳✮ ❖✉ts♦✉r❝✐♥❣ ❛♥❞ ♦t❤❡r ✜①❡s ❛r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ✏Pr✐✈❛ts❛❝❤❡ ❱✐s❛✈❡r❣❛❜❡✑ ✐♥✿ ❉✐❡ t❛❣❡s③❡✐t✉♥❣
✭t❛③✮✱ ❖❝t♦❜❡r ✶✽✱ ✷✵✶✼✳
✻❙❡❡ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳s❢❝❤r♦♥✐❝❧❡✳❝♦♠✴❜❛②❛r❡❛✴❛rt✐❝❧❡✴❉▼❱✲✐♥✈❡st✐❣❛t❡s✲st❛rt✉♣✲t❤❛t✲❤❛s✲❞✐sr✉♣t❡❞✲✶✸✵✻✹✺✵✾✳♣❤♣✳
▲❛st ❛❝❝❡ss❡❞ ♦♥ ❆♣r✐❧ ✺✱ ✷✵✶✾✳
✼❙❡❡ ❤tt♣s✿✴✴②♦❣♦✈✳♦r❣✴s❡r✈✐❝❡s✳ ▲❛st ❛❝❝❡ss❡❞ ♦♥ ▼❛r❝❤ ✹✱ ✷✵✶✾✳
✽❙❡❡ ✏❋ür ❦♦st❡♥❧♦s❡ ❚❡r♠✐♥❡ ③❛❤❧❡♥✑ ✐♥✿ ❙ü❞❞❡✉ts❝❤❡ ❩❡✐t✉♥❣✱ ❏✉❧② ✷✼✱ ✷✵✶✺✳ P♦❧✐❝②♠❛❦❡rs ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ t❛❦❡
❧❡❣❛❧ ❛❝t✐♦♥✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t s✉❝❝❡ss✳ ❚❤❡② ✜♥❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❧♦ts ❛♥❞ t❤r❡❛t❡♥❡❞ t❤❡ ❢♦✉♥❞❡rs ♦❢ t❤❡
✇❡❜s✐t❡✱ ❛ st❛rt✲✉♣ ✜r♠ r✉♥ ❜② ✉♥✐✈❡rs✐t② st✉❞❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ t❡♠♣♦r❛r✐❧② st♦♣♣❡❞ t❤❡ s❛❧❡ ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts✳
✾❙❡❡ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳s❝♠♣✳❝♦♠✴♥❡✇s✴❝❤✐♥❛✴s♦❝✐❡t②✴❛rt✐❝❧❡✴✶✾✷✽✶✽✻✴t✐❝❦❡t✲s❝❛❧♣❡rs✲s❡❧❧✐♥❣✲❤♦s♣✐t❛❧✲❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts✲
❜❡✐❥✐♥❣✲♣♦❧✐❝❡✳ ▲❛st ❛❝❝❡ss❡❞ ♦♥ ❆♣r✐❧ ✺✱ ✷✵✶✾✳
✶✵❙❡❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝❤✐♥❛❞❛✐❧②✳❝♦♠✳❝♥✴❝❤✐♥❛✴✷✵✶✻✲✵✶✴✷✽✴❝♦♥t❡♥t❴✷✸✷✽✶✸✽✷✳❤t♠ ♦r
❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳t❤❡❛t❧❛♥t✐❝✳❝♦♠✴❝❤✐♥❛✴❛r❝❤✐✈❡✴✷✵✶✸✴✵✺✴✐t✲✐s♥t✲❣❡tt✐♥❣✲❛♥②✲❡❛s✐❡r✲t♦✲❣❡t✲❛✲❞♦❝t♦rs✲❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t✲
✐♥✲❝❤✐♥❛✴✷✼✻✹✵✵✴✳ ▲❛st ❛❝❝❡ss❡❞ ♦♥ ▼❛r❝❤ ✹✱ ✷✵✶✾✳
✸
♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❡r✈✐❝❡ ❢♦r ❢r❡❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❆♣♣❧❡ ♦✛❡rs ❢r❡❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts t♦ ❛❧❧ ✐ts ❝✉st♦♠❡rs ✐♥
❆♣♣❧❡ st♦r❡s ✭s♦✲❝❛❧❧❡❞ ●❡♥✐✉s ❜❛r ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇❛rr❛♥t② s❡r✈✐❝❡✳ ❙❝❛❧♣✐♥❣
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ●❡♥✐✉s ❜❛r ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts ✇❛s r❡❝❡♥t❧② ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤✐♥❛✳✶✶ ❆♣♣❧❡ ♠❛❞❡ ❛♥
❛tt❡♠♣t t♦ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐❞❡♥t✐t② ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡✱ ♥❛♠❡❧②
t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ s♣❡❡❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ s❧♦t ✐♥ t❤❡ ✜rst✲❝♦♠❡✲✜rst✲s❡r✈❡❞ s②st❡♠✱ ❤❛s ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥
r❡s♦❧✈❡❞✳
❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s s❤♦✇ ❤♦✇ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✜rst✲❝♦♠❡✲✜rst✲s❡r✈❡❞ ♦♥❧✐♥❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ s❝❛❧♣✐♥❣
❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛s❦ ❤♦✇ ♠❛r❦❡t ❞❡s✐❣♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡
♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❝❛❧♣✐♥❣ ❜② ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s ❛♥❞ ❤♦✇ t❤✐s ❛✛❡❝ts t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❲❡
✜rst st✉❞② ❛ t②♣✐❝❛❧ ♦♥❧✐♥❡ s②st❡♠ ❢♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✜rst✲
❝♦♠❡✲✜rst✲s❡r✈❡❞ ✭❵✐♠♠❡❞✐❛t❡✬✮ s②st❡♠ ✇❤❡r❡ s❧♦ts ❝❛♥ ❜❡ ❜♦♦❦❡❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♣r❡s❡♥t❡❞
❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s ❝❛♥ ♣r♦✜t❛❜❧② ❜♦♦❦ ❛♥❞ s❡❧❧ s❧♦ts t♦
❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ✉♥❞❡r r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✜rst✲❝♦♠❡✲✜rst✲s❡r✈❡ s②st❡♠✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s②st❡♠ t❤❛t ❝♦❧❧❡❝ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡✱ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠❧② ❛❧❧♦❝❛t❡s
t❤❡ s❧♦ts ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛♥ts ✭❵❞❡❢❡rr❡❞✬ s②st❡♠✮✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦✈❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ ❡✳❣✳✱ ❢♦r ♦♥❡ ❞❛②✳ ■♥ t❤❡ ❡✈❡♥✐♥❣✱ ❛❧❧ ♦♣❡♥ s❧♦ts ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❧♦ts ✐s ❞❡❢❡rr❡❞✱ ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❛s ✐♥ t❤❡
✜rst✲❝♦♠❡✲✜rst✲s❡r✈❡❞ s②st❡♠✳✶✷ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①❝❡ss ❞❡♠❛♥❞✱ ❛ ❧♦tt❡r② ❞❡❝✐❞❡s ✇❤♦ ❣❡ts ❛ s❧♦t✳ ■❢
❛ s❧♦t ✐s ❝❛♥❝❡❧❡❞✱ t❤✐s s❧♦t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❧♦ts ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❛②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝❛♥♥♦t tr❛♥s❢❡r t❤❡ s❧♦t ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❦❡ ♥❛♠❡ t♦ t❤❡ ❝✉st♦♠❡r✳
❚❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ❤❛s t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✿ ✜rst✱ ✐t
❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s♣❡❡❞✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ ✐t ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ t❤❡
✐❞❡♥t✐t② ♦❢ t❤❡ s❧♦ts ❜♦♦❦❡❞ ✉♥❞❡r ❢❛❦❡ ♥❛♠❡s t♦ t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts t❤r♦✉❣❤ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥s
❛♥❞ r❡✲❜♦♦❦✐♥❣s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✳ ■❢
✉♥❞❡r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s②st❡♠ ❛ s❝❛❧♣❡r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s♣❡❡❞ ❜✉t ❝❛♥♥♦t tr❛♥s❢❡r t❤❡
✐❞❡♥t✐t② ♦❢ s❧♦ts✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝♦✉❧❞ st✐❧❧ ♣r♦✜t❛❜❧② ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐❢ s❡❡❦❡rs ❢♦r❡s❡❡ t❤❛t t❤❡②
❝❛♥♥♦t r❡❝❡✐✈❡ s❧♦ts ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛s❦ t❤❡ s❝❛❧♣❡r t♦ ❜♦♦❦ s❧♦ts ♦♥ t❤❡✐r ❜❡❤❛❧❢✳ ■❢
t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s♣❡❡❞ ❜✉t ❜♦♦❦✐♥❣s ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡
s❝❛❧♣❡r ❝❛♥ ✢♦♦❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ❢❛❦❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✱ ✐s ✈✐rt✉❛❧❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡❞
t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛❧❧ s❧♦ts ✉♥❞❡r ❢❛❦❡ ♥❛♠❡s✱ ❛♥❞ s❡❧❧ t❤❡♠ ♦♥ ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛r❦❡t t♦ t❤❡ s❡❡❦❡rs✳
❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡str✐❝t✐♦♥s✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t
✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s r❡s✉❧t ✐s t❤❛t✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣
✶✶❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❜✉s✐♥❡ss✐♥s✐❞❡r✳❝♦♠✴❛♣♣❧❡✲❣❡♥✐✉s✲❜❛r✲❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts✲s❝❛❧♣❡❞✲✷✵✶✸✲✼❄r❂❯❙✫■❘❂❚✳ ▲❛st ❛❝❝❡ss❡❞
♦♥ ❆♣r✐❧ ✺✱ ✷✵✶✾✳
✶✷❚❤✐s ❢❛❝t ✐s ❦❡② ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ t❤❡ s❝❛❧♣❡r
❝❛♥ st✐❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜♦♦❦ ❛❧❧ s❧♦ts ❜② s✉❜♠✐tt✐♥❣ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❢❛❦❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢
tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ t❤❡s❡ s❧♦ts t♦ t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉st♦♠❡rs✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝❛♥♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥② ✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ ✢♦♦❞✐♥❣ t❤❡
♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ❢❛❦❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
✹
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✜①❡❞✱ ❛ s❡❡❦❡r ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣❡tt✐♥❣ ❛ s❧♦t ❢r♦♠ ❜✉②✐♥❣ ❛ s❧♦t
❛♥❞ ❢r♦♠ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❚❤✉s ✐❢ ♣r✐❝❡ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s s❡r✈✐❝❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ s❡❡❦❡rs ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s
♣r❡❢❡r t♦ ❛♣♣❧② ❞✐r❡❝t❧②✳ ❖♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❛r❦❡t
❞❡s✐❣♥❡r ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r s❧♦ts ✉♥❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❞❥✉st t❤❡
s✉♣♣❧② ✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛ s❡t ♦❢ ❧❛❜ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡
❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t s②st❡♠
♦♥ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦❢ s❝❛❧♣❡rs t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛r❡ ♥♦t tr✐✈✐❛❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs t♦ ♦♣❡r❛t❡ ✉♥❞❡r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠s✳ ❉✉❡ t♦ ❛ ✇✐t❤✐♥✲s✉❜❥❡❝ts ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠ ❢r♦♠ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ ❞❡❢❡rr❡❞ ❛♥❞ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts✳
❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs✬ ❝❤♦✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿
s❝❛❧♣❡rs ♦♥❧② ♣❡rs✐st❡♥t❧② ❛♥❞ ♣r♦✜t❛❜❧② ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ ✇❤❡♥ ❞❡♠❛♥❞
✐s ❤✐❣❤✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s ❝♦sts✳ ❚❤✐s ♠✐rr♦rs
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❯❙ ❛♥❞ ●❡r♠❛♥ ❝♦♥s✉❧❛t❡s ❜✉t ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼♦t♦r ❱❡❤✐❝❧❡s
❛♥❞ ❈❤✐♥❡s❡ ❤♦s♣✐t❛❧s✱ t❤❛t ❜❧❛❝❦ ♠❛r❦❡ts ❞❡✈❡❧♦♣ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❡①❝❡ss ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r s❧♦ts✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇
t❤❡ s❝❛❧♣✐♥❣ ✜r♠s t♦ ♠❛❦❡ ♣r♦✜ts✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜♦t❤ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
♦❢ s❝❛❧♣❡rs ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s ❜❡❧♦✇ ✷✵✪ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡② ❞♦
♥♦t ♠❛❦❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦✜ts✳ ❆s ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ tr❡❛t♠❡♥ts
✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡
✐s ♦♥❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜✱ ♥❛♠❡❧②
t❤❛t s❡❡❦❡rs ❛r❡ ♠♦r❡ r❡❧✉❝t❛♥t t♦ ❜✉② ❢r♦♠ s❝❛❧♣❡rs t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞✿ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐s ❜❡❧♦✇
t❤❡ s❡❡❦❡rs✬ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✉②✐♥❣ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♦❢ ❛ s❝❛❧♣❡r ✐s t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ❣❡t t❤❡ s❧♦t✱ s❡❡❦❡rs
♦❢t❡♥ ❞❡❝✐❞❡ ❛❣❛✐♥st ❜✉②✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❢♦r❣♦ ♣r♦✜ts✳ ❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ❛s ❛♥ ❛tt❡♠♣t ♦❢ s❡❡❦❡rs
t♦ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs ❢r♦♠ s❡tt✐♥❣ ❤✐❣❤ ♣r✐❝❡s ♦r ❢r♦♠ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♥ ❧❛t❡r r♦✉♥❞s✳
❘❡❧❛t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t s②st❡♠ ♦❢ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts r❡✇❛r❞s s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡✲
❢♦r❡ ♣r✐✈✐❧❡❣❡s ✜r♠s t❤❛t ✉s❡ s♣❡❝✐❛❧ s♦❢t✇❛r❡ t♦ ❜♦♦❦ ♦♣❡♥ s❧♦ts✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ r❡❧❛t❡s ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥ t♦ ❛ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s♣❡❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝②
tr❛❞✐♥❣ ❤❛s ❧❡❞ t♦ ❡♥♦r♠♦✉s ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ ❢❛st ❞❛t❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ❚♦ ❡♥❞ t❤✐s
❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② tr❛❞✐♥❣ ❛r♠s r❛❝❡✱ ❇✉❞✐s❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥t ❜❛t❝❤
❛✉❝t✐♦♥s✳ ❖✉r ♣r♦♣♦s❛❧ ✐s s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❤❛t ✇❡ s✉❣❣❡st ✉s✐♥❣ ❧♦tt❡r✐❡s ❛♠♦♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛♥ts ❛t ❞✐s❝r❡t❡
t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ✐s ❞r✐✈❡♥ ♥♦t ♦♥❧② ❜②
❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s♣❡❡❞ ❜✉t ❛❧s♦ ❜② ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ s❧♦ts ❜♦♦❦❡❞ ✉♥❞❡r ❢❛❦❡
♥❛♠❡s t♦ t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs✬ ❝✉st♦♠❡rs✳
❙♣❡❡❞ ✐s ❛❧s♦ ❞❡❝✐s✐✈❡ ❢♦r s♥✐♣✐♥❣ ✐♥ ♦♥❧✐♥❡ ❛✉❝t✐♦♥s✳ ❲❤✐❧❡ s❝❛❧♣❡rs ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r
♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ t✐♠❡ ❛❢t❡r ❛ s❧♦t ✐s ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛✉t♦♠❛t❡❞ s♥✐♣✐♥❣ ❛✐♠s
❛t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❞ t♦ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❞❡❛❞❧✐♥❡✳ ❙♥✐♣✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞
✺
❜② ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♦r ✉♥❦♥♦✇♥ t✐♠❡s ♦❢ ❝❧♦s✐♥❣ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✭❘♦t❤ ❛♥❞ ❖❝❦❡♥❢❡❧s✱ ✷✵✵✷❀ ❖❝❦❡♥❢❡❧s ❛♥❞
❘♦t❤✱ ✷✵✵✻❀ ❆r✐❡❧② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ▼❛❧❛❣❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t s❝❛❧♣✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❜②
❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ♥❡✇ s❧♦ts ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ ❜♦♦❦✐♥❣ ✇❡❜s✐t❡s
❜② t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛ ❢❛st❡r ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♥❡✇❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❧♦ts s✉❝❤
t❤❛t ✉♥❦♥♦✇♥ r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡s ♦❢ s❧♦ts ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡♥❡✜ts s❝❛❧♣❡rs✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐s ❧❡ss ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ❛✉❝t✐♦♥s✳ ❆ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❜✐❞s ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇♦✉❧❞ ♠♦✈❡ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥
❝❧♦s❡r t♦ ❛ s❡❛❧❡❞✲❜✐❞ ❢♦r♠❛t✳
❖✉r ♣❛♣❡r ❛❧s♦ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ s❛❧❡ ❛♥❞ r❡✲s❛❧❡ ♦❢ t✐❝❦❡ts ❢♦r s♣♦rts ❡✈❡♥ts✱
❝♦♥❝❡rts✱ ♣♦♣✉❧❛r r❡st❛✉r❛♥ts✱ ❡t❝✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❡①❝❡ss ❞❡♠❛♥❞ ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡s ❝❤❛r❣❡❞
❜② t❤❡ s❡❧❧❡r✱ ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛r❦❡t ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣r✐❝❡s ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r✐❝❡s ❜② ❛
❧❛r❣❡ ♠❛r❣✐♥✳ ■♥ ♠❛r❦❡ts ❢♦r s♣♦rt✐♥❣ ❡✈❡♥ts✱ ♥❡✇ ♠❛r❦❡t✐♥❣ t♦♦❧s ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❡rs ❤❛✈❡ ❜❧✉rr❡❞
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r✐♠❛r② ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛r❦❡ts ✭❢♦r ❛ s✉r✈❡② s❡❡ ❈♦✉rt②✱ ✷✵✶✼✮✳ ❖❢t❡♥✱
❡❝♦♥♦♠✐sts t❛❦❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛r❦❡ts ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❞❡r♣r✐❝✐♥❣ ❜② t❤❡ ♦r✐❣✐✲
♥❛❧ s❡❧❧❡r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s✉❣❣❡st ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r✐❝❡s ♦r r✉♥♥✐♥❣ ❛✉❝t✐♦♥✲❧✐❦❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦ ♣r❡✈❡♥t
s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛r❦❡t s❡❧❧❡rs ❢r♦♠ ♣r♦✜t✐♥❣✳✶✸ ❘❛♥❞♦♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t✐❝❦❡ts ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❢♦r
t❤❡ s♦❝❝❡r ❲♦r❧❞ ❈✉♣ ✜♥❛❧✱ ❢♦r ❲✐♠❜❧❡❞♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦r ❜❛s❡❜❛❧❧ ♠❛t❝❤❡s ❜② s♦♠❡ t❡❛♠s ♦❢ t❤❡ ▼❇▲✳
❚✐❝❦❡t s❡❡❦❡rs ❡♥t❡r ❛ ❧♦tt❡r② ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇✐♥♥❡rs ❣❡t t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ♣✉r❝❤❛s❡ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t✐❝❦❡ts✳ ❈❤❛❦r❛✈❛rt② ❛♥❞ ❑❛♣❧❛♥ ✭✷✵✶✸✮ s❤♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❧♦tt❡r✐❡s ❛r❡ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❚❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐❝❦❡ts t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧♦tt❡r② r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠
t❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s❤❡❞s ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t✐❝❦❡t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s s❝❤❡♠❡s
✉s✐♥❣ ❧♦tt❡r✐❡s ✇❤❡♥ ♣r✐❝❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳
❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ r❡s❛❧❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛❢t❡r ❛✉❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❍❛❢❛❧✐r ❛♥❞ ❑r✐s❤♥❛ ✭✷✵✵✽✮ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❡✛❡❝ts ♦❢ r❡s❛❧❡ ❛❢t❡r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛✉❝t✐♦♥s
✇❤✐❧❡ ●❛rr❛tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ✐♥ ❛✉❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ r❡s❛❧❡ ✐s
♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❧♦ts ❛t ♣✉❜❧✐❝ ♦✣❝❡s✱ t❤❡s❡ ♣❛♣❡rs ❞❡❛❧
✇✐t❤ ❝♦♥t❡①ts ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② tr❛♥s❢❡rs✳
❋❛✐r♥❡ss ❛♥❞ ❡q✉✐t② ❝♦♥❝❡r♥s ❧✐♠✐t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ❧✐❝❡♥s❡s
✐♥ ❈❤✐♥❛✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐❝❡♥s❡s ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❝♦♠❜❛t ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐♥
❜✐❣ ❝✐t✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ s♦♠❡ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s ❛✉❝t✐♦♥ ♦✛ t❤❡ ♣❧❛t❡s✱ ♦t❤❡r ❝✐t✐❡s ✉s❡ ❧♦tt❡r②✲❜❛s❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
s②st❡♠s✳ ▲❛t❡❧②✱ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t str✐❦❡ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛✉❝t✐♦♥s ❛♥❞
❧♦tt❡r✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛✉❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r r❡str✐❝ts ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✐❞s✱ ❛s st✉❞✐❡❞ ❜② ▲✐❛♦ ❛♥❞ ❍♦❧t
✭✷✵✶✸✮✱ ♦r ❤②❜r✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❧♦tt❡r✐❡s ❛♥❞ ❛✉❝t✐♦♥s✳ ❘♦♥❣ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✺✮ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣ ❛♥❞ ❲❡♥ ✭✷✵✶✾✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡q✉✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞
♠❡❝❤❛♥✐s♠ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ▲✐ ✭✷✵✶✼✮ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥s ❛♥❞
✶✸❍♦✇ ❛✉❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t✐❝❦❡t s❛❧❡s t♦ r❡❞✉❝❡ ❛r❜✐tr❛❣❡ ♣r♦✜ts ✐s st✉❞✐❡❞ ❜② ❇❤❛✈❡ ❛♥❞ ❇✉❞✐s❤ ✭✷✵✶✼✮✳
✏P✉r♣❧❡ ♣r✐❝✐♥❣✱✑ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❉✉t❝❤ ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❢♦r t❤♦s❡ ✇❤♦ ♣❛✐❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r✐❝❡✱
✇❛s ❞❡✈✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❣❛♠❡ t❤❡♦r✐sts ❙❛♥❞❡❡♣ ❇❛❧✐❣❛ ❛♥❞ ❏❡✛ ❊❧② ❢♦r t✐❝❦❡t s❛❧❡s ♦❢ s♣♦rt✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❛t ◆♦rt❤✇❡st❡r♥
❯♥✐✈❡rs✐t②✳
✻
❧♦tt❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❈❤✐♥❡s❡ ❧✐❝❡♥s❡ ♣❧❛t❡s ♠❛r❦❡t✳ ❖✉r ❢♦❝✉s ❞✐✛❡rs ✐♥ t❤❛t ✇❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
t❤❛t ✐s ✐♠♠✉♥❡ t♦ s❝❛❧♣✐♥❣ ❛♥❞ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❛♥② ♠♦♥❡t❛r② tr❛♥s❢❡rs✳
❲❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② tr❛♥s❢❡rs s✉❝❤ ❛s ❜✉②✐♥❣ ❛♥❞ s❡❧❧✐♥❣✱ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❧♦ts ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ♦r ❤♦✉s❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❙❤❛♣❧❡② ❛♥❞ ❙❝❛r❢✱ ✶✾✼✹❀ ❍②❧❧❛♥❞ ❛♥❞ ❩❡❝❦❤❛✉s❡r✱ ✶✾✼✾❀ ❙ö♥♠❡③ ❛♥❞ Ü♥✈❡r✱
✷✵✶✶✮✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ❢♦r ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❧♦ts✳ ❚❤❡ t✇♦ s②st❡♠s ❞✐✛❡r
♦♥❧② ✐♥ ❤♦✇ t❤❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡r✐❛❧ ❞✐❝t❛t♦rs❤✐♣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤❡r❡
❛❣❡♥ts ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ s❧♦ts ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r ♣r✐♦r✐t✐❡s✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡
s②st❡♠ ♣r✐♦r✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❜♦♦❦✐♥❣ ❛ s❧♦t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ✜rst ♣♦♦❧s ❛♣♣❧✐❝❛♥ts ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡s ❛ ❧♦tt❡r② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
♣r✐♦r✐t✐❡s❀ ✐t ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ s❡r✐❛❧ ❞✐❝t❛t♦rs❤✐♣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✭❡✳❣✳✱ ❆❜❞✉❧❦❛❞✐r♦➜❧✉ ❛♥❞ ❙ö♥♠❡③✱ ✶✾✾✽✮✳
❚❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❤♦✉s❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞
s②st❡♠✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❝❛❧♣✐♥❣✳
❚❤✐s st✉❞② ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ❧❛❜ ❛s ❛ t❡st❜❡❞ ❢♦r
❤♦✉s❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ❙ö♥♠❡③ ✭✷✵✵✷✮ r✉♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❆❜❞✉❧❦❛✲
❞✐r♦➜❧✉ ❛♥❞ ❙ö♥♠❡③ ✭✶✾✾✾✮✬s t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ✭❚❚❈✮ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡r✐❛❧ ❞✐❝t❛t♦rs❤✐♣ ✭❘❙❉✮✱
✇❤✐❧❡ ●✉✐❧❧❡♥ ❛♥❞ ❑❡st❡♥ ✭✷✵✶✷✮ ❝♦♠♣❛r❡ ❚❚❈ ✇✐t❤ ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠✳ ❍✉❣❤✲❏♦♥❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❡r✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t
✇✐t❤ ❘❙❉✳ ❆ s❝❤♦♦❧ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ ❤♦✉s❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r✐♦r✐t✐❡s
✭❆❜❞✉❧❦❛❞✐r♦➜❧✉ ❛♥❞ ❙ö♥♠❡③✱ ✷✵✵✸✮✳ ❲❡ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ❝✐t✐♥❣ t❤❡ ✈❛st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥
s❝❤♦♦❧ ❝❤♦✐❝❡✱ ❜✉t r❡❢❡r t♦ t❤❡ s✉r✈❡② ♦❢ ❍❛❦✐♠♦✈ ❛♥❞ ❑ü❜❧❡r ✭✷✵✶✾✮✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s ♦♥ ♠❛r❦❡t ♦✉t❝♦♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞
❜② ❈❛s♦♥ ✭✷✵✵✵✮ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❛❧❡rs ✐♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡t ♠❛r❦❡ts✱ ❨❛✈❛s
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ ♦♥ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✲❡st❛t❡ ♠❛r❦❡t✱ ❛♥❞ ❉r✉❣♦✈ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ✇❤♦ ❝♦♥s✐❞❡rs
t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s ❢♦r ❝♦rr✉♣t✐♦♥✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡s❡ ♣❛♣❡rs✱ ✇❡ ✈❛r② t❤❡ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r②✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ♦r ♥♦t✳
✷ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧
❲❡ ❜✉✐❧❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❝❛❧♣❡rs✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❤♦✇
❞✐✛❡r❡♥t ❞❡s✐❣♥ ❝❤♦✐❝❡s ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❝❛❧♣✐♥❣✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ n ✭❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t✮ s❡❡❦❡rs✱ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② i ∈ {1, . . . , n}✱ ✇❤♦ ♥❡❡❞ ✈✐s❛s ❢r♦♠ ❛ ❝❡♥tr❛❧
❛✉t❤♦r✐t②✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛✉t❤♦r✐t② ❤❛s t♦ ♠❡❡t t❤❡ s❡❡❦❡rs ❢❛❝❡✲t♦✲❢❛❝❡ t♦ ✐ss✉❡ t❤❡ ✈✐s❛s✱ ❛♥❞ t❤✉s m
✭❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t✮ s❧♦ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ m s❧♦ts ♦✛❡r❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥② ❛❣❡♥t✱ ♥♦t
✼
♦♥❧② t❤❡ s❡❡❦❡rs✳ ❲❡ r❡♣r❡s❡♥t ♥♦♥✲❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t✲s❡❡❦✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❜② ♦♥❡ ✜r♠✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✳✶✹
❆ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠ ♦♣❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❛✉t❤♦r✐t② ✐s ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ m s❧♦ts t♦
❛♣♣❧✐❝❛♥ts ✇✐t❤♦✉t ♠♦♥❡t❛r② tr❛♥s❢❡rs✳ ❆ s②st❡♠ ❛❝❝❡♣ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ■❉s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛♥ts✳ ❆
s❡❡❦❡r ❝❛♥ s✉❜♠✐t ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❧♦t ✇✐t❤ ❤❡r ■❉✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧♣❡r
❝❛♥ ❝♦st❧❡ss❧② ❝r❡❛t❡ ✬❢❛❦❡✬ ■❉s t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡❢❡r t♦ ❛♥② ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧
❛✉t❤♦r✐t② ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ tr✉❡ s❡❡❦❡rs ❢r♦♠ ❢❛❦❡ s❡❡❦❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❧♦t✳
❊❛❝❤ s❡❡❦❡r i ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ vi ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t ❢♦r ❛♥② ♦❢ t❤❡ m s❧♦ts✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡
✐s t❤❡ s❡❡❦❡r✬s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❤❡r t②♣❡✳ ❊❛❝❤ vi ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧♦♥❣ s♦♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [v, v] ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ F
✇❤❡r❡ v > 0✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t F ❤❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡♥s✐t② f ≡ F ′ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ s✉♣♣♦rt✳
❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✭❜❧❛❝❦✮ ♠❛r❦❡t ❢♦r s❝❛❧♣✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝❛♥ ❡♥t❡r✱ ♦r r❡♠❛✐♥ ✐♥❛❝t✐✈❡✳ ❚❤❡
❡♥tr② ❝♦st ✐s c > 0✳ ■❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❞❡❝✐❞❡s t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ❤❡ ❝❛♥ s✉❜♠✐t ❛s ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
t♦ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠ ❛s ❤❡ ✇❛♥ts ✉♣ t♦ Q✳ ❚❤✉s Q r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡
s❝❛❧♣❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❢❛❦❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t Q ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡
s♦ t❤❛t Q > m✳ ■♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t t❤❡ s❝❛❧♣❡r s❡ts t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣r✐❝❡ ❢♦r t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♦❢ ♣r♦❝✉r✐♥❣ ❛
s❧♦t ❢♦r ❛ s❡❡❦❡r✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② p t❤❡ ♣r✐❝❡ ♣❛✐❞ ❜② ❛ s❡❡❦❡r t♦ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❡t
♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣r✐❝❡s ✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t s❡t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② P ⊆ R++✳
❙❡❡❦❡rs ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ❜✉② ❛ s❧♦t ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ♦r ♥♦t✳ ❯♥❞❡r ❛♥②
❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠✱ ✐❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② s❡❝✉r❡s ❛ s❧♦t ❢♦r ❛ s❡❡❦❡r✱ t❤❡ s❡❡❦❡r ♦❜t❛✐♥s t❤❡ s❧♦t✳
■❢ ♥♦t✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r r❡✐♠❜✉rs❡s t❤❡ s❡❡❦❡r ❢♦r t❤❡ ♣r✐❝❡ s❤❡ ❤❛s ♣❛✐❞✳ ❍♦✇ s❧♦ts ❛r❡ ❜♦♦❦❡❞ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ ✇❤❛t s②st❡♠ ✐s ✐♥ ♣❧❛❝❡✳
❊❛❝❤ s❡❡❦❡r i✬s ♣❛②♦✛ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
s❡❡❦❡r i✬s ♣❛②♦✛ =


vi ✐❢ s❤❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ s❧♦t ❞✐r❡❝t❧②✱
vi − p ✐❢ s❤❡ ❜✉②s ❛ s❧♦t ❛t ♣r✐❝❡ p ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧♣❡r,
0 ✐❢ s❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ♦❜t❛✐♥ ❛ s❧♦t.
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ♦❜t❛✐♥s ♥♦ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❛♥ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❧♦t✱ ❜✉t ❝❛♥ ♣r♦✜t ❢r♦♠
s❡❧❧✐♥❣ s❧♦ts t♦ t❤❡ s❡❡❦❡rs✳ ❍✐s ♣❛②♦✛ ❢r♦♠ s❡❧❧✐♥❣ m′ ∈ {0, . . . ,m} s❧♦ts t♦ t❤❡ s❡❡❦❡rs ✐s
t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s ♣❛②♦✛ =

m
′p− c ✐❢ ❤❡ s❡❧❧s m′ s❧♦ts t♦ s❡❡❦❡rs✱
0 ✐❢ ❤❡ ✐s ♥♦t ❛❝t✐✈❡✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❡❡❦❡rs ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❛r❡ r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧✳
❯♥❞❡r ❛♥② s②st❡♠✱ ❛ s❡❡❦❡r ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❛♣♣❧② ❞✐r❡❝t❧② ❢♦r ❛ s❧♦t ♦r ❜✉② t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✱
♥♦t ❜♦t❤✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❜✉②❡r✳ ▲❡t
• nb ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✉②❡rs✱
✶✹❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❜② t❤❡ ♠❛❧❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ♣r♦♥♦✉♥ ❛♥❞ t♦ ❛ s❡❡❦❡r ❜② t❤❡ ❢❡♠❛❧❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ♣r♦♥♦✉♥✳
✽
• nd ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛♥ts✱
• a ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜② t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✇❤❡r❡ a ≤ Q✱
• s ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧♦ts s❡❝✉r❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✇❤❡r❡ s ≤ a✳
❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝❛♥ ❣❡t s s❧♦ts ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛♥t ❣❡tt✐♥❣ ❛
s❧♦t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠ ✐♥ ♣❧❛❝❡✳
❚❤❡ t✐♠❡❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✉♥❞❡r ❛♥② ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ P❛♥❡❧ ❆ s❤♦✇s
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❡♥t❡rs t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ✇❤✐❧❡ ♣❛♥❡❧ ❇ s❤♦✇s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥
❝❛s❡ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t✳ ❚❤❡ t✐♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
• ■♥ t = 0✱ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠✱ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❧♦ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❡❦❡rs ❛r❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ❛♥❞
❛r❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❛♥❞ t❤❡ s❡❡❦❡rs❀ s❡❡❦❡rs ❧❡❛r♥ t❤❡✐r ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣r✐✈❛t❡❧②✳
• ■♥ t = 1✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝❤♦♦s❡s ✇❤❡t❤❡r t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ♦r ♥♦t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ■❢ ❤❡
❡♥t❡rs✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r s❡ts t❤❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r ❛ s❧♦t ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛♠❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❛t
t = 2 ✭♣❛♥❡❧ ❆ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳ ■❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ t❤❡ ❣❛♠❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❛t
t = 3 ✭♣❛♥❡❧ ❇ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳
• ■♥ t = 2✱ ✐❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❤❛s ❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ t❤❡ s❡❡❦❡rs ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ❜✉② ❛ s❧♦t
❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ♦r ❛♣♣❧② ❢♦r s❧♦ts ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✉②❡rs ✐s
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❜✉t ♥♦t ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r s❡❡❦❡rs✳
• ■♥ t = 3✱ ✐❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❤❛s ❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ❤❡ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r a ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉♣
t♦ ❝❛♣❛❝✐t② Q ❢♦r t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤♦s❡ s❡❡❦❡rs ✇❤♦ ❞✐❞ ♥♦t ❜✉② t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s s❡r✈✐❝❡
❛♣♣❧② ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❤ s❡❡❦❡rs ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② nd✳ ■❢ t❤❡
s❝❛❧♣❡r ❞✐❞ ♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ❛❧❧ s❡❡❦❡rs ❛♣♣❧② ❢♦r s❧♦ts ❞✐r❡❝t❧②✱ t❤✉s nd = n ❛♥❞ a = 0✳
• ■♥ t = 4✱ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠ ✐s r✉♥ ❛♥❞ ♣❛②♦✛s ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞✳
✷✳✶ ■♠♠❡❞✐❛t❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠
❚❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧s ❛ ✜rst✲❝♦♠❡✲✜rst✲s❡r✈❡❞ ♦♥❧✐♥❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡
s②st❡♠✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ✐❢ ✐t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ ♦❢ ❛ s❧♦t✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s m✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❤❛s ❛
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ s❡❡❦❡rs ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❤❡ ❝❛♥ ♣r❡❡♠♣t t❤❡♠ ❢r♦♠ ❜♦♦❦✐♥❣ s❧♦ts
♦♥❝❡ t❤❡② ❜❡❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝❛♥ s❡❝✉r❡ ❤✐♠s❡❧❢ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧♦ts ✉♣
t♦ t❤❡ t♦t❛❧ s✉♣♣❧② ♦❢ s❧♦ts ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ 0 ≤ a = s ≤ m✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝❛♥ tr❛♥s❢❡r
t❤❡s❡ s❧♦ts t♦ s❡❡❦❡rs ✇❤♦ ♠✉st ♣❛② ❢♦r ❤✐s s❡r✈✐❝❡✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡s ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡
s❝❛❧♣❡r ❝❛♥ ✜❧❧ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❧♦ts ✇✐t❤ ❢❛❦❡ ■❉s✳ ❖♥❝❡ ❛ s❡❡❦❡r ❜✉②s t❤❡ s❡r✈✐❝❡✱ ❤❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ ❛
❢❛❦❡ ■❉ ✇✐t❤ t❤❡ ■❉ ♦❢ t❤✐s s❡❡❦❡r✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❝❛♥❝❡❧✐♥❣ t❤❡ s❧♦t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❦❡ ■❉ ❛♥❞ t❤❡♥
✾
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ t✐♠❡❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡✲❜♦♦❦✐♥❣ ✐t ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ s❡❡❦❡r✳✶✺ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧
t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧♣❡r t♦ ❜♦♦❦ t❤❡ s❧♦ts ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s❡❡❦❡rs✱ ❛♥❞ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡
s❧♦ts ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ s❝❛❧♣❡r t♦ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❜✉②❡rs ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❧♦ts ❛r❡
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛♥ts ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ s❧♦ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ s❡❡❦❡rs ✇❤♦ ❛♣♣❧② ❞✐r❡❝t❧②✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❧♦ts ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛♥ts✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡
❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧♦ts✱ ✐✳❡✳✱ nd+a ≤
m✳✶✻ ❚❤❡ s❝❛❧♣❡r ♦❜t❛✐♥s ❛ s❧♦t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ 0 ≤ a = s ≤ m✳ ■❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❜✉②❡rs ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧♦ts s❡❝✉r❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧♣❡r✱ ✐✳❡✳✱ nb ≤ s✱ ❡❛❝❤
❜✉②❡r ✇✐❧❧ ❣❡t ❛ s❧♦t ❢♦r s✉r❡ ❛♥❞ (s − a) s❧♦ts ❧❡❛❞ t♦ ♥♦✲s❤♦✇s❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✭✐❢ nb > s✮✱ s s❧♦ts
❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ nb ❜✉②❡rs s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❣❡ts ❛ s❧♦t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② snb ✳ ❊❛❝❤ ❞✐r❡❝t
❛♣♣❧✐❝❛♥t ❣❡ts ❛ s❧♦t✳ ❆♥② r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♣❡♥ s❧♦ts ❛r❡ ❢r❡❡❧② ❞✐s♣♦s❡❞✳
❚❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r ❤❡ ❡♥t❡rs t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❛t ✇❤✐❝❤ ♣r✐❝❡ ❤❡ ♦✛❡rs
t❤❡ s❧♦ts✳ ■t ❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② α(p, nb)✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ♣r✐❝❡ p ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✉②❡rs nb✳ ❊✈❡r② s❡❡❦❡r ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡♥tr②
✶✺◆♦t❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞ s❧♦ts ❛r❡ ❢r❡❡❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❧❛②✱ ❛ ♣♦❧✐❝② t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❝♦♥s✉❧❛t❡s t♦
❞❡t❡r s❝❛❧♣✐♥❣✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡❡❦❡rs ✐♥ ❜♦♦❦✐♥❣ ✐t ♦♥❝❡ ✐t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡
s❝❛❧♣❡r ❦♥♦✇s ❢♦r s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s❧♦t ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✛❡r❡❞ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t✱ ❡❛r❧② ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r r❡✲❜♦♦❦✐♥❣✱ s✐♥❝❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡
❝❛♥❝❡❧❡❞ s❧♦t ✐s ✇❛st❡❞✳
✶✻❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡❝❧✉❞❡ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①❝❡ss ❞❡♠❛♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤♦s❡ s❡❡❦❡rs ✇❤♦ ✇❛♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❧♦t ❞✐r❡❝t❧②
♦r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❜✉t ❛r❡ ♥♦t s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✳
✶✵
❛♥❞ ♣r✐❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r t♦ ❜✉② ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ♦r t♦ ❛♣♣❧② ❢♦r ❛ s❧♦t ❞✐r❡❝t❧②✳ ❚❤❛t
✐s✱ ❛ s❡❡❦❡r i✬s str❛t❡❣② ✇✐t❤ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v ✐s βi(p; v) ∈ {❜✉②✱ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥}✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡
♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱✶✼ ❧❡tt✐♥❣ p∗ ❜❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r pi(p)✱✶✽ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❝❝✉rs✿
✶✳ ■❢ pi(p∗) ≥ 0✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❡♥t❡rs t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ s❡ts ♣r✐❝❡ p∗✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡s m ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■❢
pi(p∗) < 0✱ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✳
✷✳ ❊❛❝❤ s❡❡❦❡r ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ str❛t❡❣② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ t②♣❡ ❛❜♦✈❡ p∗ ❜✉②s t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❢r♦♠
t❤❡ s❝❛❧♣❡r✱ ❛♥❞ ❛ t②♣❡ ❜❡❧♦✇ p∗ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r s❧♦ts ❞✐r❡❝t❧②✳✶✾
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳
■♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❡♥t❡rs t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐❢ t❤❡ ❡♥tr② ❝♦st ✐s
♥♦t t♦♦ ❤✐❣❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r s❡❡❦❡rs t♦ ❣❡t ❛ s❧♦t ✐s t♦ ❜✉② ✐t ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✱ s✐♥❝❡
t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜♦♦❦ ❛❧❧ s❧♦ts✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ♥♦t ♦✉r ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝ts ♦❢ s❝❛❧♣✐♥❣ ♦♥ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✿ ✭✐✮ ❚❤❡ ❡♥tr② ❝♦st ❝ ❢♦r
t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝r❡❛t❡s ❛ ❞❡❛❞✇❡✐❣❤t ❧♦ss✳ ✭✐✐✮ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs t❤❛♥ s❧♦ts✱ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ♠❛② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✇✐t❤♦✉t t❤❡
s❝❛❧♣❡r✱ s❧♦ts ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ r❛♥❞♦♠❧② t♦ s❡❡❦❡rs✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✐t✳ ■❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐s
❛❝t✐✈❡✱ ♦♥❧② s❡❡❦❡rs ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ s❧♦t ✇✐❧❧ ♦❜t❛✐♥ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤♦s❡
✇❤♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❧♦t ✐❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐s ❛❝t✐✈❡ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✐t t❤❛♥ ✐❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✇❡r❡ ♥♦t
❛❝t✐✈❡✳ ✭✐✐✐✮ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝r❡❛t❡s ✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇❡r s❡❡❦❡rs ✇✐t❤ ❛
✈❛❧✉❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ t❤❛♥ s❧♦ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
✇✐t❤ s❝❛❧♣✐♥❣ ❜❡♥❡✜ts t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡s s♦♠❡
♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❣❛✐♥s ❜② ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛ ♣r✐❝❡ t♦ t❤❡ ❜✉②❡rs✳
✷✳✷ ❉❡❢❡rr❡❞ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✳ ❯♥❞❡r t❤❡
❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛✉t❤♦r✐t② ❝♦❧❧❡❝ts ❛♥❞ ♣♦♦❧s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ■❉s ❞✉r✐♥❣ s♦♠❡ t✐♠❡
✐♥t❡r✈❛❧✳ ❖♥❧② ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r❡ t❤❡ m s❧♦ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛♥ts✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✶✼❋♦r ❡❛❝❤ p ∈ P ♦✛ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ♠❛❦❡s m ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ s❡❡❦❡r ❢♦❧❧♦✇s t❤❡
s②♠♠❡tr✐❝ str❛t❡❣② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ t②♣❡ ❛❜♦✈❡ p ❜✉②s t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✱ ❛♥❞ ❛ t②♣❡ ❜❡❧♦✇ p ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r s❧♦ts
❞✐r❡❝t❧②✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ❛♥② ❜❡❧✐❡❢s ♦✛ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤ ✐s ❛ ✇❡❛❦❧② ♣❡r❢❡❝t ❇❛②❡s✐❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
❍❡r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s♦ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ ❛ ❜❡❧✐❡❢ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❤❡❛✈② ♥♦t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ s❝❛❧♣❡r s❡ts t❤❡ ♣r✐❝❡ ❜❡❢♦r❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❤♦✇ ♠❛♥② s❡❡❦❡rs ✇❛♥t t♦ ❜✉② ❢r♦♠ ❤✐♠✳ ❚❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥ ❜② t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐s ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❤✐s ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜✐❞❞❡rs✳
✶✽❚❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶
✶✾❆ s②♠♠❡tr✐❝ str❛t❡❣② ✐s ♦♥❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ t②♣❡✳
✶✶
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❧♦ts✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❧♦ts t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛❢t❡r ❛
♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❧♦ts ❤❛♣♣❡♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤✉s✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✱ r❡❥❡❝t❡❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛✉t❤♦r✐t②✳ ❚❤❡ s❝❛❧♣❡r ❤❛s ♥♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡
t♦ t❤❡ s❡❡❦❡r✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❤❡ ❝❛♥ s✉❜♠✐t Q ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ s❡❡❦❡rs ❝❛♥ s✉❜♠✐t ♦♥❧② ♦♥❡✳✷✵ ❚❤❡
❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥✈♦❧✈❡s t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ ✐ts ❛♥❛❧②s✐s✳ ❊①♣❧✐❝✐t❧②
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ ✐ts ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥s✐❣❤t✳
❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❜② t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ❛s ❛ st❛t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡
❡ss❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❜② t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❝❛s❡s✳
✶✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧♦ts✱ ✐✳❡✳✱ nd + a ≤ m✳
❚❤❡ s❝❛❧♣❡r ♦❜t❛✐♥s ❛ s❧♦t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ 0 ≤ a = s ≤ m✳ ❆❧s♦✱ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t
❛♣♣❧✐❝❛♥t ❣❡ts ❛ s❧♦t✳ ■❢ nb ≤ s✱ nb s❧♦ts ❣♦ t♦ t❤❡ ❜✉②❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❧♦ts ♦❢ t❤❡
s❝❛❧♣❡r s′ ≡ s − nb ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❢❛❦❡ ■❉s ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ♥♦✲s❤♦✇s✳ ■❢ nb > s✱ t❤❡ s s❧♦ts ❛r❡
r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ nb ❜✉②❡rs s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❣❡ts ❛ s❧♦t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② snb ✳
✷✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧♦ts✱ ✐✳❡✳✱ nd + a > m✳ ❚❤❡ m s❧♦ts
❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❛♣♣❧✐❝❛♥ts ✇✐t❤ r❡❛❧ ♦r ❢❛❦❡ ■❉s✳ ❊❛❝❤ ❜✉②❡r✱ ❢❛❦❡ ■❉✱ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t
❛♣♣❧✐❝❛♥t ❣❡t ❛ s❧♦t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② m
nd+a
✳
■♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝❛♥ s❡❝✉r❡ ✉♣ t♦ m s❧♦ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❤✐♠ t♦ ♣r❡❡♠♣t t❤❡
s❡❡❦❡rs ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝❛♥♥♦t s❡❝✉r❡ t❤❡ s❧♦ts ❢♦r
t❤❡ ❜✉②❡rs ❢♦r s✉r❡✳✷✶ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ✐s t❤❛t ❛ s❡❡❦❡r ❤❛s t❤❡
s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣❡tt✐♥❣ ❛ s❧♦t ❢r♦♠ ❜✉②✐♥❣ ♦r ❢r♦♠ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧②✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✜①❡❞✳ ❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ ❜✉②✐♥❣ ❛ s❧♦t ✐s ❝♦st❧② ❢♦r t❤❡ s❡❡❦❡r✱ s❤❡ ❛❧✇❛②s ♣r❡❢❡rs t♦ ❛♣♣❧②
❞✐r❡❝t❧②✳✷✷ ❲❤② ✐s t❤✐s t❤❡ ❝❛s❡❄ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝❛♥ s✉❜♠✐t ❜♦t❤ ❢❛❦❡ ■❉s ❛♥❞ t❤❡ ■❉s ♦❢
❜✉②❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t❤❛t t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝❛♥ s❡❧❧ ❛ s❧♦t t♦ ❛ ❜✉②❡r ✐s ❜② ♣✉tt✐♥❣ ❤❡r ■❉ ✐♥
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✱ ❤❡ ❝❛♥♥♦t r❡✲❛❧❧♦❝❛t❡ s❧♦ts ✇✐t❤ ❢❛❦❡ ■❉s t♦
❜✉②❡rs✱ s✐♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡✲❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳
❚❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❧❡ss ❢❛✈♦r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ s❝❛❧♣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✱ s✐♥❝❡ ✐t
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s♣❡❡❞✱ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❤❛s ♦✈❡r t❤❡ s❡❡❦❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳
✷✵❚❤❡ s❝❛❧♣❡r ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t ❛ s❡❡❦❡r
❝❛♥ s✉❜♠✐t ❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ❡✈❡r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✐❢ ❤❡r ♣r❡✈✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t s✉❝❝❡ss❢✉❧✳ ❚❤✉s✱
s♣❡❡❞ ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
✷✶◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐s ❛❧♠♦st ❝❡rt❛✐♥ t♦ s❡❝✉r❡ t❤❡ ❢✉❧❧ s✉♣♣❧② ♦❢ s❧♦ts s✉❝❤ t❤❛t s = m ❜② s✉❜♠✐tt✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❦❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ♣r♦✜t❛❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝❛♥♥♦t s❡❧❧ t❤❡ s❧♦ts ❜② tr❛♥s❢❡rr✐♥❣
t❤❡♠ t♦ t❤❡ s❡❡❦❡rs✬ ■❉s✳
✷✷❚❤❡ ♦♥❧② ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ s❤❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❜② ❜✉②✐♥❣ ❤✐s s❡r✈✐❝❡✳ ❚❤✐s ✐s
♦♥❧② ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳
✶✷
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡
♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱✷✸
✶✳ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ❛♥❞
✷✳ ❡✈❡r② s❡❡❦❡r ❛♣♣❧✐❡s ❞✐r❡❝t❧②✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳
❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥♦t❤❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♥❞❡r t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡
s❝❛❧♣❡r ❡♥t❡rs t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ s✉❜♠✐ts Q ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❜✉②❡rs ✭nb = 0✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡❡❦❡rs t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛ s❧♦t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ Q ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ s✐♥❝❡ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡q✉❛❧s m
n+Q
✳ ■❢ t❤❡ s❡❡❦❡rs ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤✐s t❤r❡❛t✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❜✉② t❤❡ s❡r✈✐❝❡
♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st♦♣ ❤✐♠ ❢r♦♠ ✢♦♦❞✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❢❛❦❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✉②❡rs✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧♣❡r t♦ s✉❜♠✐t ❡①❛❝t❧②
nb ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳✷✹ ❚❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡
♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱ ❧❡tt✐♥❣ p∗ ❜❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r pi(p)✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❝❝✉rs✳✷✺
✶✳ ❲❤❡♥ pi(p∗) ≥ 0✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❡♥t❡rs t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ♣r✐❝❡ p∗❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ❤❡ ♠❛❦❡s nb
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ nb > 0 ❜✉②❡rs✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡s Q ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ③❡r♦ ❜✉②❡rs✳
❲❤❡♥ pi(p∗) < 0✱ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✳
✷✳ ❊❛❝❤ s❡❡❦❡r ❢♦❧❧♦✇s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ str❛t❡❣② ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ vˆ✱✷✻ ✐✳❡✳✱ ❛ t②♣❡ ❛❜♦✈❡ vˆ(p∗)
❜✉②s t❤❡ s❡r✈✐❝❡✱ ❛♥❞ ❛ t②♣❡ ❜❡❧♦✇ vˆ(p∗) ❛♣♣❧✐❡s ❞✐r❡❝t❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ vˆ(p∗) > p∗✳
❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ vˆ(p∗) > p∗✱ t❤❡ s❡❡❦❡rs ♦♥❧② ❜✉② t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐❢ t❤❡✐r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r✐❝❡✱ ✉♥❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢♦r ❜✉②✐♥❣ t❤❡
s❡r✈✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ p. ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✱ t❤❡
s❝❛❧♣❡r ✐s ♥♦t ❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❡❦❡rs ✇❤♦ ❜✉② t❤❡ s❧♦t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✳ ❚❤✉s✱ pi(p∗) ≥ 0 ❤♦❧❞s ♦♥❧②
✇❤❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♦♥❡ s❧♦t ❝❛♥ ❝♦✈❡r t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤✐s t♦ ❜❡ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ✇❡ ❝❤♦s❡ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①❝❧✉❞❡ t❤✐s
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ■t
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ❛❢t❡r t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❤❛s ♠❛❞❡ t❤❡
✷✸❖✛ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❡♥t❡rs t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ❤❡ s❡ts ❛ ♣r✐❝❡ ✐♥ P ❛♥❞ ❛❧✇❛②s s✉❜♠✐ts nb
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ❡✈❡r② s❡❡❦❡r ❛♣♣❧✐❡s ❞✐r❡❝t❧②✳ ▲✐❦❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ❛♥② ❜❡❧✐❡❢s ♦✛ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤ ✐s ❛ ✇❡❛❦❧② ♣❡r❢❡❝t ❇❛②❡s✐❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
✷✹▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜♠✐tt✐♥❣ nb ❛♥❞ m − nb✇❤❡♥ nb > 0 ❛♥❞ n <= m✳ ❙❡❡
❈❧❛✐♠ ✸ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳
✷✺❋♦r ❡❛❝❤ p ∈ P ♦✛ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱ ❛ t②♣❡ ❛❜♦✈❡ vˆ(p) ❜✉②s t❤❡ s❡r✈✐❝❡✱ ❛♥❞ ❛ t②♣❡ ❜❡❧♦✇ vˆ(p) ❛♣♣❧✐❡s
❞✐r❡❝t❧②❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ vˆ(p) > p✳ ▲✐❦❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ❛♥② ❜❡❧✐❡❢s ♦✛ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤
✐s ❛ ✇❡❛❦❧② ♣❡r❢❡❝t ❇❛②❡s✐❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①
❆✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳
✷✻❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ vˆ✭♣✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❧❛✐♠ ✺ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳
✶✸
♦✉t✲♦❢✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ♣✐♥s ❞♦✇♥ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ str❛t❡❣②
♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❛♥❞ t❤❡ ❜✉②✐♥❣ str❛t❡❣② ♦❢ s❡❡❦❡rs✳
❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✜rst ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦
❜✉②❡rs✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❦❡ ❜♦♦❦✐♥❣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ♠❛②
✇❛♥t t♦ ✢♦♦❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ❢❛❦❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♣✉♥✐s❤ t❤❡ s❡❡❦❡rs ❢♦r ♥♦t ❤❛✈✐♥❣ ❜♦✉❣❤t ❤✐s
s❡r✈✐❝❡ ❛♥❞ t♦ t❡❛❝❤ t❤❡♠ t❤❛t ❤❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❧♦❝❦ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❢✉t✉r❡ r♦✉♥❞s✳ ❋♦r t❤❡ s❡❡❦❡rs
✐t ✐s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ♦♣t✐♠❛❧ ✐❢ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ s❧♦t ✐s ❜♦✉❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧♣❡r s✐♥❝❡ t❤✐s ✇✐❧❧ ❜r❡❛❦ ❤✐s
✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✢♦♦❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♦r ♥♦t ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❤✐♠ s✉❜♠✐t ♦♥❧② t❤✐s ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ♦♥❧② s❡❡❦❡rs ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✇❛♥t t♦ ♣❛② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❧♦t ❢♦r s✉r❡✱ t❤❡r❡❜②
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❜❡♥❡✜t t♦ ♦t❤❡r s❡❡❦❡rs✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ s❡❡❦❡rs
♦✈❡r s❧♦ts ❛♥❞ t♦ r❡✇❛r❞ ❧♦♥❣ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡s✳ ❲❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ s❧♦ts ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡ ❢♦r
t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ s✉❝❤ t❤❛t s❡❡❦❡rs s✉❜♠✐t ❛ r❛♥❦✲♦r❞❡r ❧✐st ♦❢
t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❆ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s✉❝❤ ❛s s❡r✐❛❧ ❞✐❝t❛t♦rs❤✐♣ ✇✐t❤ ❛ ❧♦tt❡r② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❝♦✉❧❞
t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡
t❤❛t s♦♠❡ s❡❡❦❡rs ❛r❡ ♥♦t ♣✐❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦tt❡r② ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ r❡✇❛r❞
✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛♥ts ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦tt❡r② ❞r❛✇s ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s ✐♥ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ q✉❡✉❡✳
✷✳✸ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s
■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✜❣❤t s❝❛❧♣✐♥❣✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s
t♦ ❛s❦ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ♣❛②♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❢✉♥❞❡❞ ✐❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛♥t s❤♦✇s ✉♣ ❛t
❤❡r ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ♣♦❧✐❝② r❡str✐❝ts t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤❡r❡ s❝❛❧♣✐♥❣ ✐s ♣r♦✜t❛❜❧❡
✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡❝❧✉❞❡ s❝❛❧♣✐♥❣ ✇❤❡♥ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r s❧♦ts ✐s
❤✐❣❤✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡ ❢♦r ❛ s❧♦t ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✱ ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱
✐s s❤✐❢t❡❞ ✉♣✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛②♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ s❡❡❦❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ t❤❡
s❝❛❧♣❡r✬s r❡✈❡♥✉❡ ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✉②❡rs ♠✐♥✉s t❤❡ ♣❛②♠❡♥t ❢♦r s❧♦ts t❤❛t
❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ s♦❧❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r✐❝❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦st t♦ t❤❡ s❝❛❧♣❡r
❝❛✉s❡❞ ❜② ✉♥s♦❧❞ s❧♦ts✳ ■♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷
✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❇✉t ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ♣❛②♠❡♥t
❢♦r ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r✉❧❡s ♦✉t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❝❛❧♣❡r
t❤r❡❛t❡♥s t♦ ✢♦♦❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❜✉②❡rs✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢❡❡ ❞♦❡s ♥♦t s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❝❛❧♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜rst✲❝♦♠❡✲✜rst✲
s❡r✈❡❞ s②st❡♠✱ ❜✉t ♠❛❦❡s s❝❛❧♣✐♥❣ ❡✈❡♥ ❧❡ss ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✳
❆ s❡❝♦♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡♠❡❞② ✐s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❢❡❡✳ ❆❣❛✐♥✱ ✐t ❤❛s ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞
❡✛❡❝t ♦♥ s❝❛❧♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✳ ❆ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❢❡❡ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡
♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❜② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❝❛♥❝❡❧❡❞ s❧♦ts ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❢❡❡✳
✶✹
❚❤✉s✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ s♠❛❧❧ ♣❛②♠❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❜♦♦❦✐♥❣✱ ❛ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❢❡❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t t❤❡ s❡t ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧♣❡r✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✱
❛ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❢❡❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ tr❛♥s❢❡rr✐♥❣
❝❛♥❝❡❧❡❞ s❧♦ts t♦ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t
♦❝❝✉r ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ♣r♦✜t❛❜❧❡ ♠❛r❦❡t ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢❡❡s✱ ❜✉t ✐♥
♦r❞❡r t♦ s❡❡ t❤✐s ❛♥❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r✐❣❤t s✐③❡ ♦❢ ❛ ❢❡❡✱ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢
❢❡❡s ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❖✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❡s ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
s✐♠♣❧❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ♠♦r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳
❆ t❤✐r❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞ s❧♦ts t♦ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣
t❤❡ s❧♦ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ r❡✲❜♦♦❦✐♥❣ ♦❢ ❝❛♥❝❡❧❡❞ s❧♦ts ❜② t❤❡
s❝❛❧♣❡r ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ ❤✐s ❝✉st♦♠❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❧✐♥❡s ❛t t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♦✣❝❡ ❞❡❢❡❛ts
t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠✳ ▲✐♥❡s ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ♦✣❝❡s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝r❡❛t❡
❛♥♦t❤❡r ✜rst✲❝♦♠❡✲✜rst✲s❡r✈❡ s②st❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝❛♥ st✐❧❧ ♠❛❦❡ ♣r♦✜ts ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✇❤❡♥ s❡❡❦❡rs ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦r t❤♦s❡ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❞✐s✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❧✐♥✐♥❣ ✉♣ ❜✉② ❤✐s s❡r✈✐❝❡
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❧♦t ❢♦r ❛ ❢✉t✉r❡ ❜♦♦❦✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✉♥❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✱ t❤❡
s❝❛❧♣❡r ❝❛♥ st✐❧❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ s❡❡❦❡r ❛ s❧♦t ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t② s✐♥❝❡ ❤❡ ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡❡❦❡rs✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛✐t❧✐st ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✜rst✲❝♦♠❡ ✜rst✲s❡r✈❡ s②st❡♠✳ ❆♣✲
♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ♣✉t t❤❡✐r ♥❛♠❡s ♦♥ ❛ ✇❛✐t ❧✐st ❛♥❞ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ s❧♦t ♦♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡✐r t✉r♥✳✷✼
■❢ ❛♥ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡r ❝❛♥❝❡❧s ❤❡r s❧♦t✱ ❛❧❧ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ♦♥ t❤❡ ✇❛✐t ❧✐st ❛r❡ ♠♦✈❡❞ ✉♣✲
✇❛r❞s✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ♠❛❦❡s ✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧♣❡r t♦ ♦♣❡r❛t❡✱ s✐♥❝❡ ❤❡ ❝❛♥♥♦t ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢❛❦❡
❜♦♦❦✐♥❣s ✇✐t❤ ❤✐s ❝❧✐❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✉♥❝❡r✲
t❛✐♥t② r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❞❛t❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ s❧♦t✳ ❚❤❡ ✇❛✐t❧✐st s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧
❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①❛❝t t✐♠❡ ♦❢ ❣❡tt✐♥❣ ❛ s❝❛r❝❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❧❡ss r❡❧❡✈❛♥t✱ ❜✉t ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t
s❡❡❦❡rs ♠❛② ❤❛✈❡ t♦ tr❛✈❡❧ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡✐r ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❝❡rt❛✐♥t②
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ✇❛✐t❧✐st s②st❡♠ ❝❛♥ s✉✛❡r
❢r♦♠ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❤♦❛r❞✐♥❣ s❧♦ts ✇❤❡r❡ ♣❡♦♣❧❡ ♣✉t t❤❡✐r ♥❛♠❡s ♦♥ t❤❡ ❧✐st ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❞♦
♥♦t ♥❡❡❞ t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❡①♣❡❝t✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ♥❡❡❞ ♠❛② ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳
❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ✇❛✐t❧✐st ❢♦r t❤❡ ❛♣❛rt♠❡♥t r❡♥t❛❧s ✐♥ ❙t♦❝❦❤♦❧♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❤❛s
r❡❛❝❤❡❞ ✷✵ ②❡❛rs✱ ❛♥❞ ♥❡✇❜♦r♥ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛r❡ ♣✉t ♦♥ t❤❡ ✇❛✐t❧✐st ❜② t❤❡✐r ♣❛r❡♥ts ✇❡❧❧ ❜❡❢♦r❡ t❤❡②
♥❡❡❞ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣✳✷✽
❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛♥❞ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ s♠❛❧❧
❞❡❧❛② ✭❡✳❣✳✱ ♦♥❡ ❞❛②✮ ❜❡❢♦r❡ ✜♥❞✐♥❣ ♦✉t ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧
✷✼■t ♠✐❣❤t ✇❡❧❧ ❜❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ♦✈❡r❞❡♠❛♥❞✱ s❡❡❦❡rs ❛r❡ ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛ss✐❣♥❡❞ s❧♦ts ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱
❡✳❣✳ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✉♣♣❧② ✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛♣♣❧✐❝❛♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥ t❤❡ ✇❛✐t❧✐st ❢♦r s♦♠❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♦♥❧②
❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ s❧♦t ♦♥❝❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ♠♦✈❡❞ ✉♣ ♦♥ t❤❡ ❧✐st✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ●❡r♠❛♥ ❝♦♥s✉❧❛t❡s ❝✉rr❡♥t❧② ♦♥❧② ♦✛❡r s❧♦ts
t❤r❡❡ ♠♦♥t❤s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t ❞❛t❡s✳
✷✽❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❜❜❝✳❝♦♠✴❝❛♣✐t❛❧✴st♦r②✴✷✵✶✻✵✺✶✼✲t❤✐s✲✐s✲♦♥❡✲❝✐t②✲✇❤❡r❡✲②♦✉❧❧✲♥❡✈❡r✲✜♥❞✲❛✲❤♦♠❡✳ ▲❛st ❛❝❝❡ss❡❞ ♦♥
❏✉❧② ✶✺✱ ✷✵✶✾✳
✶✺
❝❛♥ ❝❛rr② ❛ ❝♦st✱ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s②st❡♠s s❡❡♠ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r✳ ▼♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✉♥❧✐❦❡
❛❧❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✱ ❛s t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✱ ❢❡❛t✉r❡s
♦♥❧✐♥❡ ❜♦♦❦✐♥❣s✱ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❛t ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t✐♠❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧✐♥❡s ❢♦r♠✐♥❣✱
♥♦ ♣❛②♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ s❧♦t✳
✸ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t
❲❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t s❡r✈❡s ❛s ❛ t❡st❜❡❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✳ ❲❡ ❛❧s♦
st✉❞② t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ s❝❛❧♣❡rs ❝❛♥ ♣r♦✜t❛❜❧②
❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ♦✉t❝♦♠❡s t♦ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳
✸✳✶ ❚r❡❛t♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❧♦ts t♦ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② r♦✉♥❞✱ t❤✉s m = 4✳ ❖❢ t❤❡ ✜✈❡ ❛♣♣♦✐♥t✲
♠❡♥t s❡❡❦❡rs ✐♥ ❡❛❝❤ ♠❛r❦❡t✱ t❤r❡❡ ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❡✈❡r② r♦✉♥❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ♦♥❧②
✐♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ r♦✉♥❞s✱ t❤✉s n = 3 ♦r n = 5 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ❞❡s✐❣♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✈❛r②
t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r s❧♦ts ❜❡t✇❡❡♥ r♦✉♥❞s✳
❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ r♦✉♥❞✱ ❡✈❡r② ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ✐s ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t ❤❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v ❢♦r t❤❡
❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t✱ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ✺✵ ❛♥❞ ✶✵✵✳ ❊❛❝❤
♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❤❛s ❛♥ ■❉✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥❡✇ ✐♥ ❡✈❡r② r♦✉♥❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛♥♦♥②♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❛❝r♦ss r♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ ■❉ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s❡❡❦❡rs ❛♥❞ ❛ss✐❣♥ s❧♦ts t♦ t❤❡♠✳ ❊✈❡r② s❡❡❦❡r ❝❛♥
r❡❝❡✐✈❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡ s❧♦t ♣❡r r♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ❛❧❧ s❡❡❦❡rs ❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ s❧♦ts✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡
s❝❛❧♣❡r ✐♥ ❡✈❡r② r♦✉♥❞ ✇❤♦ ❝❛♥ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡ s❝❛❧♣❡r ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
s❧♦ts ❤✐♠s❡❧❢✱ ❜✉t ❤❡ ❝❛♥ ❜♦♦❦ s❧♦ts ❛♥❞ s❡❧❧ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✳
❚❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❧♦ts ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠s✱ t❤❡ ✐♠♠❡✲
❞✐❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✳ ❊❛❝❤ r♦✉♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ st❡♣s✳ ❙t❡♣ ✶ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤
❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠s ✇❤✐❧❡ st❡♣ ✷ ❞✐✛❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳
■♥ st❡♣ ✶✱ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛r❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠
t❤❛t ✐s ✐♥ ♣❧❛❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s❡❡❦❡rs ✐♥ t❤❡ r♦✉♥❞ ✭t❤r❡❡ ♦r ✜✈❡✮✳ ❊❛❝❤ s❡❡❦❡r✬s
✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❧♦t ✐s ❞r❛✇♥ r❛♥❞♦♠❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❬✺✵✱ ✶✵✵❪✳ ❊❛❝❤ s❡❡❦❡r ✐s ✐♥❢♦r♠❡❞ ♦❢ ❤❡r
♦✇♥ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❞♦❡s ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❝❛❧♣❡r ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r t♦ ❜❡
❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♦r ♥♦t✳ ❊♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❡♥t❛✐❧s ❛ ✜①❡❞ ❝♦st ♦❢ ✶✺✵ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ s❝❛❧♣❡r✱
c = 150✳✷✾ ■❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❤❛s ❡♥t❡r❡❞✱ ❤❡ s❡ts t❤❡ ♣r✐❝❡ p t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❛✐❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t
s❡❡❦❡r ✐❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❧♦t✳ ❚❤❡ s❝❛❧♣❡r ❤❛s ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r✐❝❡s✿ ✶✺✱ ✷✵✱
✷✾❲❤❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ s❡t✉♣ ❛s ❛ r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❝❛❧♣❡r ❛♥❞ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✱ t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st t❤❛t
t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐♥❝✉rs ✐♥ ❡✈❡r② r♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ s❛❧❛r② ♦❢ ✐ts ❡♠♣❧♦②❡❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ✜①❡❞ ❝♦sts ♦❢ r✉♥♥✐♥❣
t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss✳
✶✻
✷✺✱ ✳✳✳ ✼✺✱ ✽✵✱ ♦r ✽✺✳ ❊❛❝❤ s❡❡❦❡r ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r s❤❡ ✇❛♥ts t♦ ♣❛② ❢♦r t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s s❡r✈✐❝❡ ❛t t❤❡
♣r✐❝❡ ❛s❦❡❞ ❢♦r ❜② t❤❡ s❝❛❧♣❡r ♦r ✇❤❡t❤❡r s❤❡ ✇❛♥ts t♦ ❛♣♣❧② ❞✐r❡❝t❧②✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s❝❛❧♣❡r✳
❙t❡♣ ✷ ❞✐✛❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠s✳
■♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✳ ■♥ st❡♣ ✷✱ ✐❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❤❛s ❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♥ st❡♣ ✶ ❛t ❛ ❝♦st ♦❢
✶✺✵ ♣♦✐♥ts✱ ❤❡ ❝❛♥ ❜♦♦❦ ❛s ♠❛♥② s❧♦ts ❛s ❤❡ ✇❛♥ts ❢♦r ❢r❡❡✳ ❇❡❢♦r❡ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ ♠❛♥② s❧♦ts t♦
❜♦♦❦✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❧❡❛r♥s ❤♦✇ ♠❛♥② s❝❛❧♣❡rs ❤❛✈❡ ❜♦✉❣❤t ❤✐s s❡r✈✐❝❡✳ ■❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❤❛s s♦❧❞ ❛ s❧♦t
t♦ ❛ s❡❡❦❡r ✐♥ st❡♣ ✶✱ t❤❡ s②st❡♠ ❛ss✐❣♥s ❤✐♠ ❛ s❧♦t ❢♦r t❤❡ ■❉ ♦❢ t❤✐s s❡❡❦❡r✳✸✵ ❚❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝❛♥
❛❧s♦ ❜♦♦❦ ♠♦r❡ s❧♦ts t❤❛♥ ❤❡ ❤❛s s♦❧❞ ✐♥ st❡♣ ✶ ❜② ❡♥t❡r✐♥❣ ❢❛❦❡ ■❉s✳ ❚❤❡ ❢❛❦❡ ■❉s ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✐❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❜♦♦❦ ♠♦r❡ s❧♦ts t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✉②❡rs✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❜♦♦❦❡❞ s❧♦ts ❝❛♥♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ t♦t❛❧ s✉♣♣❧②✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ s❧♦ts ✇✐t❤ ❢❛❦❡ ■❉s ❛r❡ ❜❧♦❝❦❡❞
❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❛❦❡♥ ❛♥② ♠♦r❡ ❜② ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✳ ■❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❞♦❡s ♥♦t ❜♦♦❦ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
s❧♦ts✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❧♦ts ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞
❢♦r s❧♦ts ❞✐r❡❝t❧②✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s❝❛❧♣❡r✱ ✐♥ st❡♣ ✶✳ ❆♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ ❛♥②
❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ♦♥❧② r❡❝❡✐✈❡ ♦r ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ❛ s❧♦t✳
❉❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✳ ■♥ st❡♣ ✷✱ ✐❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐s ❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✭t❤❛t ✐s✱ ❤❡ ❡♥t❡r❡❞ t❤❡
♠❛r❦❡t ✐♥ st❡♣ ✶ ❛t ❛ ❝♦st ♦❢ ✶✺✵ ♣♦✐♥ts✮✱ ❤❡ ❝❛♥ s✉❜♠✐t ❛s ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r s❧♦ts ❛s ❤❡
✇❛♥ts ❢♦r ❢r❡❡✳ ❇❡❢♦r❡ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❤♦✇ ♠❛♥② s❧♦ts t♦ ❜♦♦❦✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❧❡❛r♥s ❤♦✇ ♠❛♥② s❝❛❧♣❡rs
❜♦✉❣❤t ❤✐s s❡r✈✐❝❡✳ ❚❤❡ s❝❛❧♣❡r ❡♥t❡rs t❤❡ ■❉s ♦❢ t❤❡ s❡❡❦❡rs ✇❤♦ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤r♦✉❣❤ ❤✐♠
✐♥ st❡♣ ✶✳✸✶ ❊❛❝❤ ■❉ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥t❡r❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥❧② ♦♥❝❡✳ ❚❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡♥t❡r ❢❛❦❡
■❉s✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❛s ✶✵ ✵✵✵ ✵✵✵✳ ❚❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❧♦ts ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
r❛♥❞♦♠❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡❡❦❡rs
✇❤♦ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ❞✐r❡❝t❧② ❛r❡ ♣✉t ✐♥t♦ ❛♥ ✭✐♠❛❣✐♥❛r②✮ ✉r♥✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ ❢♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✉r♥ t♦ ✜❧❧ t❤❡ s❧♦ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ s❧♦t ❢♦r ❛ ❢❛❦❡
■❉✱ ❤❡ ❝❛♥♥♦t s❡❧❧ ✐t t♦ t❤❡ s❡❡❦❡rs✳
❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ✷①✷ ✇✐t❤✐♥✲s✉❜❥❡❝ts ❞❡s✐❣♥ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠✳
❇❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ✜✈❡ r♦✉♥❞s✱ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts ✭t❤r❡❡ ♦r ✜✈❡ ❛❝t✐✈❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t✲
s❡❡❦❡rs✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠ ✭✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♦r ❞❡❢❡rr❡❞✮ ❛r❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞✳ ❇♦t❤ st❛②
❝♦♥st❛♥t ❢♦r ✜✈❡ r♦✉♥❞s✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ✜✈❡✲r♦✉♥❞s ❜❧♦❝❦ ❞❡s✐❣♥ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ s❝❛❧♣❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣
❛ r❡♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❡❦❡rs t♦ ❛❞❥✉st t♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s❡❡❦❡rs✳
❇② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ■❉ ♦❢ t❤❡ s❡❡❦❡rs ✐♥ ❡✈❡r② r♦✉♥❞✱ ✇❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡
♥❡✇ s❡❡❦❡rs ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♥ ❡✈❡r② r♦✉♥❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❝❛❧♣❡r r❡♠❛✐♥s ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❡r✐♦❞s✳
❖✈❡r❛❧❧✱ ❡❛❝❤ s❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ✹✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ ✹✵ r♦✉♥❞s✳
✸✵❚❤✐s ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ ❛ s❡❡❦❡r ❜♦✉❣❤t t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✱ ❤❡r
■❉ ✇❛s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❧♦ts ❜♦♦❦❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❜♦♦❦❡❞ ❛♥② s❧♦ts✳ ■❢ t❤❡r❡ ✇❡r❡
♠♦r❡ s❡❡❦❡rs ✇❤♦ ❜♦✉❣❤t t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧♦ts ❜♦♦❦❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧♣❡r✱ ✐t ✇❛s r❛♥❞♦♠❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✇❤♦ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ s❧♦t✳
✸✶❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✱ t❤✐s ✇❛s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ ❛ s❡❡❦❡r ❜♦✉❣❤t
t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✱ ❤❡r ■❉ ✇❛s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r s✉❜♠✐tt❡❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r s❧♦ts✳ ■❢ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♠♦r❡ s❡❡❦❡rs ✇❤♦ ❜♦✉❣❤t t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❜♠✐tt❡❞
❜② t❤❡ s❝❛❧♣❡r✱ t❤❡ s②st❡♠ r❛♥❞♦♠❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇❤♦s❡ ■❉s t♦ ✉s❡✳
✶✼
❚❛❜❧❡ ✶✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ tr❡❛t♠❡♥ts
❘♦✉♥❞ ❇❧♦❝❦ ❙②st❡♠ ❉❡♠❛♥❞ (n✮ ❙✉♣♣❧② (m) ❚r❡❛t♠❡♥t
✶✲✺ ✶ ■♠♠❡❞✐❛t❡ ✺ ✹ ■♠✺
✻✲✶✵ ✷ ■♠♠❡❞✐❛t❡ ✸ ✹ ■♠✸
✶✶✲✶✺ ✸ ❉❡❢❡rr❡❞ ✺ ✹ ❉❡❢✺
✶✻✲✷✵ ✹ ❉❡❢❡rr❡❞ ✸ ✹ ❉❡❢✸
✷✶✲✷✺ ✺ ■♠♠❡❞✐❛t❡ ✺ ✹ ■♠✺
✷✻✲✸✵ ✻ ■♠♠❡❞✐❛t❡ ✸ ✹ ■♠✸
✸✶✲✸✺ ✼ ❉❡❢❡rr❡❞ ✺ ✹ ❉❡❢✺
✸✻✲✹✵ ✽ ❉❡❢❡rr❡❞ ✸ ✹ ❉❡❢✸
❚❛❜❧❡ ✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ tr❡❛t♠❡♥ts ❜② r♦✉♥❞s✳ ❊❛❝❤ tr❡❛t♠❡♥t ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t✇✐❝❡✱
s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❧♦♦❦ ❛t ♠❛t✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ✜✈❡ r♦✉♥❞s ✇❤❡♥ s✉❜❥❡❝ts ❤❛✈❡
❛❧r❡❛❞② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛❧❧ ❢♦✉r tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥ts ✇❛s ❝❤♦s❡♥ s♦ ❛s t♦ ✜rst
❛❧❧♦✇ s❝❛❧♣❡rs t♦ ♠❛❦❡ ♣r♦✜ts ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✜✈❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ✭s❡❡ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥ts ❢♦❧❧♦✇ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛❧♣❡r s❤♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ♥♦
♣r♦✜t ❜② ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ st✉❞② ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s❡❛r❝❤ q✉❡st✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ✇❤❡t❤❡r
❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠ ❢r♦♠ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ ❞❡❢❡rr❡❞ ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❝❛❧♣✐♥❣✳ ❲❡
t❤❡r❡❜② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❑❛❣❡❧ ❛♥❞ ❘♦t❤ ✭✷✵✵✵✮ ✇❤❡r❡ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❛❢t❡r s✉❜❥❡❝ts ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠❛r❦❡t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞✉❡ t♦
❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳
P❛②♦✛s✳ ❊❛❝❤ s❡❡❦❡r ❤❛s ❛♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ ✷✷✵ ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜✈❡✲r♦✉♥❞
❜❧♦❝❦✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ r♦✉♥❞s ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦✱ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❛♥❞ ❞❡❞✉❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤✐s ❡♥❞♦✇♠❡♥t✳ ■❢ ❛❝t✐✈❡✱ ❛ s❡❡❦❡r ❡❛r♥s ❤❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠✐♥✉s t❤❡ ♣r✐❝❡ ❛s❦❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐❢ s❤❡
r❡❝❡✐✈❡s ❛ s❧♦t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✳ ■❢ t❤❡ s❡❡❦❡r r❡❝❡✐✈❡s ❛ s❧♦t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s❝❛❧♣❡r✱ t❤❡ s❡❡❦❡r
s✐♠♣❧② ❡❛r♥s ❤❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♣❛②✐♥❣ ❛♥②t❤✐♥❣✳ ■❢ t❤❡ s❡❡❦❡r ❞♦❡s ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ❛ s❧♦t✱ ❡✐t❤❡r
✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s❝❛❧♣❡r✱ ❤❡r ♣❛②♦✛ ✐s ③❡r♦ ✐♥ t❤✐s r♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ❤❡r ❡♥❞♦✇♠❡♥t ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
❊✈❡r② s❡❡❦❡r ✇❤♦ ✐s ♥♦t ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❛ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ✜✈❡ r♦✉♥❞s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
♣❛②♦✛ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s❡❡❦❡rs ✐♥ t❤✐s r♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❥❡❝ts t❤❛t
❛r❡ ❞✉❡ t♦ ✐♥❝♦♠❡ ❡✛❡❝ts✳
❚❤❡ s❝❛❧♣❡r ❤❛s ❛♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ ✼✺✵ ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜✈❡✲r♦✉♥❞ ❜❧♦❝❦✱ ❛♥❞
♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❛♥❞ ❞❡❞✉❝t❡❞ t♦ t❤✐s ❡♥❞♦✇♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ r♦✉♥❞s✳ ■❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r
❡♥t❡rs t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ❤❡ ❤❛s t♦ ♣❛② t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✶✺✵ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ❤❡ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ♣r✐❝❡ t✐♠❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s❧♦ts s♦❧❞ t♦ t❤❡ s❡❡❦❡rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ ✼✺✵ ❛❧❧♦✇s t❤❡ s❝❛❧♣❡r t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t
✐♥ ❡✈❡r② r♦✉♥❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t s❡❧❧ ❛♥② s❧♦ts ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ r♦✉♥❞s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ ❛ ❜✉❞❣❡t
t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s ❝❤♦✐❝❡s✳ ■❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❞❡❝✐❞❡s ♥♦t t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♥
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r♦✉♥❞s✱ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ♥♦r ❞♦❡s ❤❡ ❡❛r♥ ❛♥②t❤✐♥❣ ✐♥ t❤✐s r♦✉♥❞✱ ❛♥❞ t❤✉s ❤✐s
❡♥❞♦✇♠❡♥t ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
✶✽
❆❢t❡r ❡✈❡r② r♦✉♥❞✱ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts r❡❝❡✐✈❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❧♦ts✿ ❡✐t❤❡r ❛ s❧♦t
✇❛s ✈❛❝❛♥t✱ ♦r ❛ s❧♦t ✇❛s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❛ s❡❡❦❡r ❞✐r❡❝t❧②✱ ♦r ❛ s❧♦t ✇❛s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❛ s❡❡❦❡r t❤r♦✉❣❤
t❤❡ s❝❛❧♣❡r✱ ♦r t❤❡ s❧♦t ✇❛s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❛ ❢❛❦❡ ■❉ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s ❢❛❦❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ ✇❛s r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇♥ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡❛r♥✐♥❣s ♦❢ t❤✐s
❜❧♦❝❦ ✇❡r❡ ♣❛✐❞ ♦✉t ✐♥ ❡✉r♦s✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ✇❛s ✶ ♣♦✐♥t ❂ ✷ ❝❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❧❛st❡❞✱
♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❛r♦✉♥❞ ✶✵✵ ♠✐♥✉t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛②♦✛ ✇❛s ❊❯❘ ✶✹✳✼✸✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ s❤♦✇✲✉♣ ❢❡❡
♦❢ ❊❯❘ ✺✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡ss✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❧❛❜ ❛t t❤❡ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❯♥✐✲
✈❡rs✐t② ❇❡r❧✐♥✳ ❲❡ r❡❝r✉✐t❡❞ s✉❜❥❡❝ts ❢r♦♠ ♦✉r ♣♦♦❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❖❘❙❊❊ ❜② ●r❡✐♥❡r ✭✷✵✶✺✮✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ✐♥ ③✲❚r❡❡ ✭❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r✱ ✷✵✵✼✮✳ ❲❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✶✵ s❡ss✐♦♥s✱ ✇✐t❤
✷✹ s✉❜❥❡❝ts ❡❛❝❤✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ✹✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ❣r♦✉♣s✳
❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♣r✐♥t❡❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ✭s❡❡ ❆♣✲
♣❡♥❞✐①✮✳ P❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✇❡r❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❛❜♦✉t t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣✱
❛♥❞ t❤❡✐r ♣❛②♦✛ ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ❚❤❡ ✐♥str✉❝✲
t✐♦♥s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ❛❧❧ s✉❜❥❡❝ts✳ ◗✉❡st✐♦♥s ✇❡r❡
❛s❦❡❞ ❛♥❞ ❛♥s✇❡r❡❞ ✐♥ ♣r✐✈❛t❡✳ ❆❢t❡r r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❛❧❧ s✉❜❥❡❝ts ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ ❛ q✉✐③
t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡✐r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ q✉✐③ ✇❛s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜②
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ✐♥ ♣r✐✈❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛♥s✇❡rs ✇✐t❤ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❆♥②
r❡♠❛✐♥✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s ✇❡r❡ ❛♥s✇❡r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s st❛rt❡❞✳
✸✳✷ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s
❚❤❡ ❢♦✉r tr❡❛t♠❡♥ts ❞✐✛❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r✐❝❡
❢♦r ❛♥ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❧♦t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧♦ts s♦❧❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦✜ts ❢♦r t❤❡
s❝❛❧♣❡r ❛♥❞ ♣❛②♦✛s ❢♦r t❤❡ s❡❡❦❡rs✳ ❚❛❜❧❡ ✷ ♣r❡s❡♥ts ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ st❛❣❡ ❣❛♠❡ ❜② tr❡❛t♠❡♥ts✳
❚❤❡ ♦♥❧② tr❡❛t♠❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡❞✐❝ts ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❢♦r t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐s
■♠✺✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s ❛❜✐❧✐t② t♦ ❜♦♦❦ ❛❧❧ s❧♦ts ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡①❝❡ss
❞❡♠❛♥❞ ❢♦r s❧♦ts✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✻✵✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣r✐❝❡✱
t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s t❤❛t ❛❧❧ ❢♦✉r s❧♦ts ❝❛♥ ❜❡ s♦❧❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❡❦❡rs✬ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss❡s ♦❝❝✉r ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❡✣❝✐❡♥t
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❧♦ts✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧♦ts s♦❧❞ ✐s ✸✳✽✼✱ ♥♦t ❢♦✉r✳ ■♥ ■♠✸✱ ❥✉st ❧✐❦❡ ✐♥
■♠✺✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❤❛s ❢✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r ❛❧❧ s❧♦ts✱ ❜✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❞❡♠❛♥❞✱ ❤❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜r❡❛❦
❡✈❡♥ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❍❡ ❝❤❛r❣❡s ❛ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✺✵ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤r❡❡ s❡❡❦❡rs ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦
❜✉② ❛ s❧♦t ❢r♦♠ ❤✐♠✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥tr② ❝♦st ♦❢ ✶✺✵✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠❛❦❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦✜ts✳
❚❤✉s✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥tr② ❛♥❞ ♥♦ ❡♥tr② ✐♥ ■♠✸✳ ❯♥❧✐❦❡ ✐♥ ■♠✺✱ ♥♦ ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss
✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛s ❛❧❧ s❧♦ts ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✳
■♥ ❉❡❢✸ ❛♥❞ ❉❡❢✺✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r
✶✾
❚❛❜❧❡ ✷✿ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
❚r❡❛t♠❡♥t ■♠✺ ■♠✸ ❉❡❢✺ ❉❡❢✸
❊♥tr② ❜② s❝❛❧♣❡r ②❡s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ♥♦ ♥♦
Pr✐❝❡ ❛❢t❡r ❡♥tr② (p) ✻✵ ✺✵ ✹✵ ✹✺
★ ♦❢ s❧♦ts ❜♦♦❦❡❞
✹ ✹
★ ♦❢ ❜✉②❡rs (nb)❀ ★ ♦❢ ❜✉②❡rs (nb)❀
❜② s❝❛❧♣❡r (a) ✐♥❞✐✛✳ ✐❢ nb❂✵ ✐♥❞✐✛✳ ✐❢ nb❂✵
❊①♣❡❝t❡❞ ★ ♦❢ s❧♦ts s♦❧❞ ✸✳✻✼ ✵ ❬✸✳✵✵❪ ✵ ✵
❊①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t
✼✵✳✸✹ ✵ ❬✵❪ ✵ ✵
♦❢ s❝❛❧♣❡r
❊①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛
✶✹✳✻✽ ✭✶✽✳✸✺✮ ✷✺✳✵✵ ✻✵ ✭✼✺✮ ✼✺
♦❢ s❡❡❦❡rs
◆♦t❡s✿ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s r❡❢❡r t♦ ♦♥❡ r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❢♦r t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥
sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡ts ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❢t❡r s❝❛❧♣❡rs ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛ ♦❢ s❡❡❦❡rs ✐♥ ■♠✸ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❣✐✈❡♥ ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢
✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣❛②♦✛s ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ✇❤❡r❡ ♣❛②♦✛s ✐♥
■♠✺ ❛♥❞ ❉❡❢✺ ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ✵✳✽ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ♣❛②♦✛s ✐♥ ■♠✸ ❛♥❞ ❉❡❢✸✳
❤❛s ❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣②✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❡❦❡rs s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❡❡❦❡r
✇✐❧❧ ❜✉② t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ◆♦t❡
t❤❛t ✐♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ t❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r ♦♥❡ s❡❡❦❡r✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❛❧✇❛②s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❧♦ss❡s✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ❡♥tr② ❝♦st ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐❝❡ ♣❛✐❞ ❜② ♦♥❡ s❡❡❦❡r ♦♥❧②✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ st❛❣❡ ❣❛♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❧t❤♦✉❣❤ s✉❜❥❡❝ts ♣❧❛② t❤❡ ❣❛♠❡ ❢♦r ✜✈❡ r♦✉♥❞s✱ ✇✐t❤
❝❤❛♥❣✐♥❣ ■❉ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ s❡❡❦❡rs ❜❡t✇❡❡♥ r♦✉♥❞s✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛❣❡ ❣❛♠❡
♦✉t❝♦♠❡s✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✜✈❡ r♦✉♥❞s ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt♥❡r ♠❛t❝❤✐♥❣ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❛t s❝❛❧♣❡rs ❛r❡ ❧♦♥❣❡r
❧✐✈❡❞ t❤❛♥ s❡❡❦❡rs✳ ❚❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ❜✉t ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ st❛❣❡ ❣❛♠❡
◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❡✈❡r② r♦✉♥❞ ✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡✳
✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts
❚❤❡ ♠❛✐♥ q✉❡st✐♦♥s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ ✇❤❡t❤❡r s❝❛❧♣✐♥❣ ✐s ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❛♥❞ s❝❛❧♣❡rs
❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠❛♥② s❧♦ts ❛r❡ ✜❧❧❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs ❛♥❞ t❤❡♥ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✳
❆❧❧ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✺✪✲❧❡✈❡❧ ✐❢ ♥♦t st❛t❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
✹✳✶ ❙❝❛❧♣❡rs
✻✳✶✳✶✳ ▼❛r❦❡t ❡♥tr②
❚❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦❢ s❝❛❧♣❡rs t♦ ❜♦♦❦ s❧♦ts
❛♥❞ s❡❧❧ t❤❡♠ t♦ t❤❡ s❡❡❦❡rs✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✜rst ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡♥tr② ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ s❝❛❧♣❡rs ❛❝r♦ss
✷✵
❋✐❣✉r❡ ✷✿ Pr♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧♣❡rs ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t
◆♦t❡s✿ ❘♦✉♥❞s ✶✲✺ ❢♦r♠ t❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦ ✇❤✐❧❡ r♦✉♥❞s ✻✲✶✵ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦
✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦s✳
tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ s❝❛❧♣❡rs ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡
❤✐❣❤❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧♣❡rs ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ■♠✺✱ ❛♠♦✉♥t✐♥❣ t♦ ✼✾✪ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r
t❤❡ ❧❛st ✜✈❡ r♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠♥❡t✳ ❚❤✐s ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
r❡❣❛r❞✐♥❣ ■♠✺✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ s❝❛❧♣❡rs ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ■♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ■♠✸✱
t❤❡ s❝❛❧♣❡rs ❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦t ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t
✐s ✵✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✹✼✪ ♦❢ s❝❛❧♣❡rs ❞❡❝✐❞✐♥❣ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♥ t❤❡ ❧❛st ✜✈❡ r♦✉♥❞s
♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ ■♠✺✳ ❋♦r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡
❞❡❢❡rr❡❞ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t s❝❛❧♣❡rs ❞♦ ♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❲❡ ✜♥❞
t❤❛t ✷✵✳✺✪ ♦❢ s❝❛❧♣❡rs ❡♥t❡r ✐♥ ❉❡❢✺ ❛♥❞ ✼✳✺✪ ✐♥ ❉❡❢✸ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ✜✈❡ r♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t✳
❚❤✐s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ ■♠✺ ❛♥❞ ■♠✸ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ✜✈❡ r♦✉♥❞s✳✸✷
❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs ❛r❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡
✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①❝❡ss ❞❡♠❛♥❞✳
❚❤❡ ✇✐t❤✐♥✲s✉❜❥❡❝t ❞❡s✐❣♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ st✉❞② ❤♦✇ s❝❛❧♣❡rs r❡❛❝t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣
s②st❡♠ ❛♥❞ ❤♦✇ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛✛❡❝ts t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡s✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦ ♦❢ ✜✈❡ r♦✉♥❞s t♦ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧♣❡rs ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❞❡❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
✇✐t❤ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐♥ ❉❡❢✺ ✭♣❁✵✳✵✶✮✳ ■♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r tr❡❛t♠❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❛❧♣❡rs ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ✜rst ✜✈❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❧❛st ✜✈❡ r♦✉♥❞s ♦❢ ❡❛❝❤ tr❡❛t♠❡♥t✳✸✸ ■♥ ❉❡❢✺ ♠❛r❦❡t ❡♥tr②
✸✷❆❧❧ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧♣❡rs ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♥ t❤❡ ❧❛st ✜✈❡ r♦✉♥❞s ♦❢ ❡❛❝❤
tr❡❛t♠❡♥t s❤♦✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭♣❁✵✳✵✶✮✳ ❋♦r t❤❡ t❡sts✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✉♠♠②
♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜✐t r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✉♠♠② ❢♦r ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❝❧✉st❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧
♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ t❡st✳
✸✸❚❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣❂✵✳✷✾ ❢♦r ■♠✺✱ ✵✳✻✽ ❢♦r ■♠✸ ❛♥❞ ✵✳✶✸ ❢♦r ❉❡❢✸✳
✷✶
♥♦t ♦♥❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧♦❝❦s ✭❢r♦♠ ✷✾ t♦ ✻ ♦✉t ♦❢ ✹✵ s❝❛❧♣❡rs ✐♥ t❤❡ ✜rst ✈❡rs✉s t❤❡ ❧❛st
r♦✉♥❞✮✱ ❜✉t t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ s❡ts ✐♥ ❛❧r❡❛❞② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❉❡❢✺ ✐s
♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② ■♠✺ ❛♥❞ ■♠✸ ✇❤❡r❡ ❡♥tr② ✐s ✭✇❡❛❦❧②✮ ♣r♦✜t❛❜❧❡✱ t❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ❡♥tr② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst
❜❧♦❝❦ ♦❢ ❉❡❢✺ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ s❝❛❧♣❡rs t♦ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ✇❤❡r❡ ❡♥tr② ✐s ✉♥♣r♦✜t❛❜❧❡✳
■♥ ❉❡❢✸ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❛❢t❡r ❉❡❢✺✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❞❡❝r❡❛s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
♦❢ s❝❛❧♣❡rs ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r♦✉♥❞s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✳
❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ✐♥
❘❡s✉❧t ✶ ✭▼❛r❦❡t ❡♥tr②✮✿ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❡❛❝❤ tr❡❛t♠❡♥t✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧♣❡rs
❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s ❤✐❣❤❡st ✐♥ ■♠✺✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ■♠✸✱ ✇❤✐❧❡ ❡♥tr② ✐s ❧♦✇❡st ✐♥ ❉❡❢✺ ❛♥❞ ❉❡❢✸✳
✹✳✶✳✶ Pr♦✜ts ♦❢ s❝❛❧♣❡rs
❆r❡ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs✬ ❡♥tr② ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❄ ❚♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ s❝❛❧♣❡rs✬ ♣r♦✜ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦✜ts ♣❡r r♦✉♥❞✳ ❖♥❧② tr❡❛t♠❡♥t ■♠✺ ❧❡❛❞s t♦
♣♦s✐t✐✈❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s❝❛❧♣❡rs ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ♣r♦✜ts ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞✿ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦✜ts ❛r❡ ✼✵✳✸✹ ✇❤✐❧❡ ❛✈❡r❛❣❡
♣r♦✜ts ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ❛r❡ ✷✷✳✽✱ ✇✐t❤ ✸✻✳✺ ✐♥ t❤❡ ❧❛st r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t✳✸✹ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥
■♠✸ ♣r♦✜ts ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡② r❡♠❛✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t✳
◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs
❞♦ ♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦✜ts ❛r❡ ③❡r♦✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛✈❡r❛❣❡
♣r♦✜ts ♦❢ ✲✷✷✳✼ ✐♥ ❉❡❢✺ ❛♥❞ ♦❢ ✲✶✵ ✐♥ ❉❡❢✸ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t✳✸✺ ❚❤❡s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦✜ts ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ✷✵✳✺✪ ♦❢ s❝❛❧♣❡rs ✐♥ ❉❡❢✺ ❛♥❞ ✼✳✺✪ ✐♥ ❉❡❢✸ ✇❤♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ❞❡s♣✐t❡ ✐ts ❜❡✐♥❣ ✉♥♣r♦✜t❛❜❧❡✳✸✻
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s
❘❡s✉❧t ✷ ✭Pr♦✜ts ♦❢ s❝❛❧♣❡rs✮✿ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❡❛❝❤ tr❡❛t♠❡♥t✱ s❝❛❧♣❡rs ♠❛❦❡ ♣♦s✐t✐✈❡
♣r♦✜ts ♦♥❧② ✐♥ ■♠✺✳
❋✐❣✉r❡ ✸ ❛❧s♦ ❞✐s♣❧❛②s t❤❛t ♣r♦✜ts ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛❧❧ ❢♦✉r tr❡❛t♠❡♥ts✳ ■♥ ■♠✺✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦✜t
✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ ✲✷✻✳✼✺ ✐♥ t❤❡ ✜rst t♦ ✷✷✳✽ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ✭♣❁✵✳✵✶✮✳ ◆♦t❡
t❤❛t ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦✜ts ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ r❡q✉✐r❡s s❝❛❧♣❡rs t♦ ❜♦♦❦ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❧♦ts
✸✹■♥ r♦✉♥❞ ✸ ♦❢ ■♠✺✱ ♣r♦✜ts ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❧♦✇✳ ❖✉t ♦❢ ✸✺ ✜r♠s ✇❤♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ✶✻ ✭✹✻✪✮ s❡t ❛ ♣r✐❝❡ ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡✐r s❡❡❦❡rs ❤❛✈❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r✐❝❡✳ ❊✈❡♥ ❢♦r t❤♦s❡ ✜r♠s ✇❤♦ ❤❛✈❡
s❡t ❛ ♣r✐❝❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ s❡❡❦❡rs✱ ♦♥❧② ✸✽✪ ♦❢ t❤♦s❡ s❡❡❦❡rs t❤❛t ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜✉② t❤❡ s❡r✈✐❝❡
❛❝t✉❛❧❧② ❜✉② ✐t✳ ❚❤✉s✱ s♦♠❡ s❡❡❦❡rs ❜♦②❝♦tt t❤❡ s❝❛❧♣❡r✳
✸✺❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♠❛r❣✐♥❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❋♦r ❛❧❧ t❡sts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❘❡s✉❧t ✷✱ ✇❡ ✉s❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢
t❤❡ ❞✉♠♠② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❛♥ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦✉♥❞ ♣r♦✜ts ♦❢ s❝❛❧♣❡rs ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❝❧✉st❡r❡❞ ❛t t❤❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❛ s❛♠♣❧❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ tr❡❛t♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ t❡st✳
✸✻■♥ ✻✽ ♦✉t ♦❢ ✶✸✼ r♦✉♥❞s ✇✐t❤ ❡♥tr② ✐♥ ❉❡❢✺✱ ♥♦ s❧♦ts ✇❡r❡ s♦❧❞ t♦ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧♦ss ♦❢ ✶✺✵
♣♦✐♥ts✳ ■♥ ♦♥❧② t✇♦ ♦❢ t❤❡ ✶✸✼ r♦✉♥❞s✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦✜t ♦❢ ✶✺ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ ❉❡❢✸ ♥♦ s❧♦ts
✇❡r❡ s♦❧❞ ✐♥ ✸✺ ♦✉t ♦❢ ✹✻ r♦✉♥❞s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧♦ss ♦❢ ✶✺✵ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♥♦ r♦✉♥❞s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦✜ts✳
✷✷
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♣r♦✜ts ♦❢ s❝❛❧♣❡rs
◆♦t❡s✿ ❘♦✉♥❞s ✶✲✺ ❢♦r♠ t❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦ ✇❤✐❧❡ r♦✉♥❞s ✻✲✶✵ ❢♦r♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦
✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦s✳
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❢r♦♠ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❛ s❧♦t ❞✐r❡❝t❧②✳ ❆♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ♥❡❡❞
t♦ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤❡♥ t❤❡② ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ❜✉② t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐♥ t❤❡
✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■t t❛❦❡s t✐♠❡ ❢♦r s❝❛❧♣❡rs ❛♥❞ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤✐s
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ■♠✺✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs ✐♥ t❤❡ ✜rst ✜✈❡ r♦✉♥❞s ♦❢
■♠✺✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t s♦♠❡ s❝❛❧♣❡rs ✭❛r♦✉♥❞ ✷✵✪ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ✜✈❡ r♦✉♥❞s✮ ❞❡❝✐❞❡❞ ♥♦t t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡
✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛❢t❡r ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❧♦ss❡s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r♦✉♥❞s ✐♥ ❛ r♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ❧♦✇❡rs ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦✜ts ✐♥
■♠✺✳ ■♥ ■♠✸ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r♦✜ts ✐s s♠❛❧❧❡r ✭❢r♦♠ ✲✷✽✳✽ ✐♥ t❤❡ ✜rst t♦ ✲✷✵✳✸ ✐♥ t❤❡ ❧❛st r♦✉♥❞✮
❛♥❞ ♦♥❧② ♠❛r❣✐♥❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✭♣❂✵✳✵✾✮✳✸✼ ■♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✱ ♣r♦✜ts ✐♥❝r❡❛s❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥
❉❡❢✺✱ ♣❧❛②❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❉❡❢✸✱ s✐♥❝❡ s❝❛❧♣❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❛t ❡♥t❡r✐♥❣ ✐s ♥♦t ♣r♦✜t❛❜❧❡✳
✹✳✶✳✷ ❙❝❛❧♣❡rs✬ ❜♦♦❦✐♥❣ ❛♥❞ ♣r✐❝✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s
❋♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣r✐❝❡s t❤❡② ❝❤♦♦s❡ ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r
t❤❡② ❜♦♦❦ s❧♦ts ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳
■♥ ❜♦t❤ tr❡❛t♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs st❛rt❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ♣r✐❝❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥ ■♠✺ t❤❡② ❞❡❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ♣r✐❝❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r✐❝❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ ■♠✸ ❞❡s♣✐t❡ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡✱ t❤❡ ♣r✐❝❡s r❡♠❛✐♥❡❞
❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳✸✽
✸✼■♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✱ ✐❢ ♦♥❧② t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ✜r♠s ✇❤✐❝❤ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡s
❛r❡ s❤❛r♣❡r t❤❛♥ ✐❢ ❛❧❧ ✜r♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ ■♠✺✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦✜t ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ ✲✸✷ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✜✈❡ t♦ ✷✾ ✐♥ t❤❡
❧❛st ✜✈❡ r♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ✭♣❁✵✳✵✶✮✳ ■♥ ■♠✸ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ❢r♦♠ ✲✺✾ t♦ ✲✹✹✱ ❜✉t st✐❧❧ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✭♣❂✵✳✵✹✮✳
✸✽■♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ❋✐❣✉r❡ ✽ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ s❝❛❧♣❡rs ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❜② r♦✉♥❞s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ tr❡❛t♠❡♥t
✷✸
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s❧♦ts ❜♦♦❦❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧♣❡rs✳
◆♦t❡s✿ ❚❤❡ ❜❛rs s❤♦✇ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❧♦ts ❜♦♦❦❡❞ ✉♣♦♥ ❡♥tr② ❛♥❞ ♦❢ ♥♦ ❡♥tr② ❢♦r ❡✈❡r② tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤❡
♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ❛❞❞ ✉♣ t♦ ✶✵✵✪✳ ❆ ❜❛r ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✶✪ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❢♦✉r ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
◆❡①t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧♦ts ❜♦♦❦❡❞✱ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ❜♦t❤ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✲
❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ■♠✸ ❛♥❞ ■♠✺✳ ■♥ ✶✾✪ ❛♥❞ ✺✷✪ ♦❢ t❤❡ r♦✉♥❞s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs ❞✐❞ ♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❖♥❝❡ t❤❡② ❡♥t❡r❡❞✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs ❜♦♦❦❡❞ t❤❡
❡♥t✐r❡ s✉♣♣❧② ♦❢ ❢♦✉r ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❧♦ts ✐♥ ✽✼✪ ❛♥❞ ✾✷✪ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ✐♥ ■♠✸ ❛♥❞ ■♠✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✶✵✵✪✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ■♠✸✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❧♦ts ❜♦♦❦❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s
❢r♦♠ ✽✷✪ t♦ ✾✹✪ ✭t✇♦✲s✐❞❡❞ ❋✐s❤❡r ❡①❛❝t ♣❂✵✳✵✷✮✳ ■♥ ■♠✺ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✽✼✪ t♦
✾✻✪ ✭t✇♦✲s✐❞❡❞ ❋✐s❤❡r ❡①❛❝t ♣❂✵✳✵✶✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ ❛❧♠♦st ❛❧❧
s❝❛❧♣❡rs ✇❤♦ ❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❜♦♦❦❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳
❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧♦ts ❜♦♦❦❡❞ ✐♥ ❉❡❢✸
❛♥❞ ❉❡❢✺✳ ❚❤❡ s❝❛❧♣❡rs ❞✐❞ ♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♥ ✽✾✪ ❛♥❞ ✻✻✪ ♦❢ r♦✉♥❞s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ♥♦t ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✜✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ✜✈❡ r♦✉♥❞s ♦❢ ❡❛❝❤ tr❡❛t♠❡♥t✱ ✐♥
❉❡❢✺ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✺✷✪ t♦ ✼✽✪ ✭t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱
t✇♦✲s✐❞❡❞ ❋✐s❤❡r ❡①❛❝t ♣❂✵✳✵✷✮✳ ■♥ ❉❡❢✸ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤♦✐❝❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ ✽✹✳✺✪ t♦ ✾✷✳✺✪ ✭t✇♦✲
s✐❞❡❞ ❋✐s❤❡r ❡①❛❝t✱ ♣❁✵✳✵✶✮✳
❍♦✇ ♠❛♥② s❧♦ts ❞♦ s❝❛❧♣❡rs ❜♦♦❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ♦✉t✲♦❢✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡♥tr② ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠❄
■♥ ✹✶✪ ❛♥❞ ✸✻✪ ♦❢ ❝❛s❡s ✐♥ ❉❡❢✺ ❛♥❞ ❉❡❢✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s❝❛❧♣❡rs tr② t♦ ❜❧♦❝❦ t❤❡ s②st❡♠ ❜②
s✉❜♠✐tt✐♥❣ ✶✵ ♦r ♠♦r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤✉s ♠❛❦✐♥❣ ✐t ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡
❛ s❧♦t ❞✐r❡❝t❧②✳ ■♥ ✷✹✪ ❛♥❞ ✷✼✪ ♦❢ ❝❛s❡s ✐♥ ❉❡❢✸ ❛♥❞ ❉❡❢✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s❝❛❧♣❡rs ❜♦♦❦ ❡①❛❝t❧② ❢♦✉r
s❧♦ts✱ ✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥ts t♦ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
s❝❛❧♣❡rs ❢❛✐❧ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✿ ✐♥ t♦t❛❧ ♦♥❧② ✸✸✪ ❛♥❞ ✷✷✪ ♦❢
❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts✳ ■t ❛❧s♦ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♣r✐❝❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦ tr❡❛t♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱
✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
✷✹
❜♦♦❦✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ s❝❛❧♣❡rs ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s✿ ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ t❤❡ ♠♦st
❢r❡q✉❡♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♥♦t ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ✇❤✐❧❡ ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ ✇❤♦
❡♥t❡r✱ ❛❧♠♦st ❛❧❧ s❝❛❧♣❡rs ❜♦♦❦ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✱ ❛❧♠♦st ❛❧❧ s❝❛❧♣❡rs
t❛❦❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♥♦t ❡♥t❡r✐♥❣✱ ❜✉t t❤♦s❡ ✇❤♦ ❡♥t❡r ❞♦ ♥♦t ♣❧❛② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣s ♦♥ ❜♦♦❦✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ❜② s❝❛❧♣❡rs ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥
❘❡s✉❧t ✸ ✭❇♦♦❦✐♥❣ ❜② s❝❛❧♣❡rs✮✿
✭✐✮ ✭■♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✮ ■♥ ❛❧♠♦st ✾✵✪ ♦❢ ❝❛s❡s ❛❢t❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡♥tr②✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs ❜♦♦❦ ❛❧❧
❢♦✉r s❧♦ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜♦♦❦✐♥❣ str❛t❡❣②✳
✭✐✐✮ ✭❉❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✮ ❖♥❧② ✐♥ ✸✸✪ ❛♥❞ ✷✷✪ ♦❢ ❜♦♦❦✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛❢t❡r ♦✉t✲♦❢✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡♥tr②
✭✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ✐♥ ✸✹✪ ❛♥❞ ✶✶✪ ♦❢ r♦✉♥❞s ✐♥ ❉❡❢✺ ❛♥❞ ❉❡❢✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ ✐s t❤❡ s❝❛❧♣❡rs✬ ❜♦♦❦✐♥❣
str❛t❡❣② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
✹✳✷ ❆♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✳ ❋✐rst✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥s t♦ ❜✉② t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢
❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧♦ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡♠✳
✹✳✷✳✶ ❆♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✬ ♣✉r❝❤❛s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s
■♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs s❤♦✉❧❞ ❜✉② t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s s❡r✈✐❝❡ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡
♣r✐❝❡ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ❉❡❢✸ ❛♥❞ ❉❡❢✺✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝❡✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣r✐❝❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧♦t
t❤❛t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❜✉② t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❜② ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡s❝r✐❜❡s ♥♦t ❜✉②✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s s❡r✈✐❝❡✳ ■♥ ■♠✸
❛♥❞ ■♠✺✱ ✾✺✪ ❛♥❞ ✾✹✪ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥ ❉❡❢✸ ❛♥❞ ❉❡❢✺ t❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇❤❡♥ ♥♦t ❜✉②✐♥❣ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛r❡ ✼✷✪ ❛♥❞
✽✺✪✳
❚❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t
s❡❡❦❡rs ✇❤❡♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡s❝r✐❜❡s ❜✉②✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s s❡r✈✐❝❡✳ ❋✐rst✱ ✐♥ ❛❧❧ tr❡❛t♠❡♥ts t❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ s❡❡❦❡rs ❞♦ ♥♦t ❜✉② t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱
❛♥❞ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ■♠✸✱ ■♠✺ ❛♥❞ ❉❡❢✸ ✭❛❧❧ ♣✲✈❛❧✉❡s ❁✵✳✵✶✮✳✸✾ ❚❤✉s✱ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t
✸✾❋♦r ❛❧❧ t❡sts r❡❣❛r❞✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡❤❛✈✐♦r s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❘❡s✉❧t ✹✱ ✇❡
✉s❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✉♠♠② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♣r♦❜✐t r❡❣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ s❡❡❦❡rs t❛❦✐♥❣
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❣r♦✉♣s✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s r❡str✐❝t❡❞
t♦ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
✷✺
s❡❡❦❡rs ✇❡r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❛♣♣❧② ❞✐r❡❝t❧② ✇❤❡♥ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❛♣♣❧② ❞✐r❡❝t❧② t❤❛♥ t♦ ❜✉② t❤❡ s❡r✈✐❝❡
♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✇❤❡♥ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜✉② ✐t✳ ■♥ ■♠✸ ❛♥❞ ■♠✺✱ t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❞♦ ♥♦t ❜✉② t❤❡
s❡r✈✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❞❡s♣✐t❡ t❤❡✐r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ s❧♦t ✐♥ ✷✻✪ ❛♥❞ ✷✹✪
♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ♠❛② ❤❛✈❡ r❡❢r❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❜✉②✐♥❣ ❛ s❧♦t ❢r♦♠ t❤❡
s❝❛❧♣❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞✐❞ ♥♦t ❡①♣❡❝t t❤❡ s❝❛❧♣❡rs t♦ ❜♦♦❦ ❛❧❧ t❤❡ s❧♦ts✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t❤❛t t❤❡② ✇❛♥t❡❞ t♦ ♣✉♥✐s❤ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❢♦r ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✉♣♣❧② ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❢♦r❣♦♥❡ ♣r♦✜t ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ✇❤♦ ❝❤♦s❡ ♥♦t t♦ ❜✉② t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s s❡r✈✐❝❡ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ♣r✐❝❡
❜❡✐♥❣ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ✶✽ ❛♥❞ ✶✻ ♣♦✐♥ts ✐♥ ■♠✸ ❛♥❞ ■♠✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■♥ ❉❡❢✸ ❛♥❞ ❉❡❢✺✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t s❡❡❦❡rs ❜✉② t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥
t❤❡✐r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❧♦t ✐s ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② r❡❛s♦♥ t♦ ❜✉② t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s s❡r✈✐❝❡
✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ✐s t♦ st♦♣ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❢r♦♠ ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❜② s✉❜♠✐tt✐♥❣ ♠❛♥② ❢❛❦❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❞♦ ♥♦t ❜✉② t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s s❡r✈✐❝❡ ✐♥ ✺✵✪ t♦
✻✵✪ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡s❝r✐❜❡s ❜✉②✐♥❣ ✐t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ■t
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❤ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ ❉❡❢✺ ❛♥❞ ❉❡❢✸ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ s❝❛❧♣❡rs t❛❦❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ st❛② ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐t ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ s❡❡❦❡r ✇✐❧❧ ❜✉② ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✳
❖✈❡r❛❧❧✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ✐s ❤✐❣❤❡r
✉♥❞❡r t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ t❤❛♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ✭♣✲✈❛❧✉❡s ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ■♠✺ ❛♥❞
❉❡❢✺✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ■♠✸ ❛♥❞ ❉❡❢✸ ❁✵✳✵✶✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸
❞♦❡s ♥♦t ✜♥❞ s✉♣♣♦rt✳ ❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✳ ❊✈❡♥ ✉♥❞❡r
✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❡♥tr② ♦❢ s❝❛❧♣❡r ✐s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t
t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r✱ ❛s ✐t ✐s ♥♦t s✉♣♣♦rt❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜♦♦❦✐♥❣
str❛t❡❣② ♦❢ s❝❛❧♣❡rs✱ ♥♦r ❜② t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜✉②✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s❡❡❦❡rs✳
◆❡①t✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♣✉r❝❤❛s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣
♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥s✳ ❚❛❜❧❡ ✸ ♣r❡s❡♥ts ♣r♦❜✐t r❡❣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✉♠♠② ❢♦r ❜✉②✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✳ ❚❤❡
s❛♠♣❧❡ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛❧❧ r♦✉♥❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐s ❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❖✈❡r t✐♠❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
t❡♥❞❡♥❝② t♦ ❜✉② ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ ✐♥ ■♠✺✱ ❛♥❞ t♦ ❜✉② ❧❡ss ♦❢t❡♥ ✐♥ ❉❡❢✺✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ s❧♦ts ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ❡❛❝❤ tr❡❛t♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ s✐❣♥✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❉❡❢✸✳
■♥ ❉❡❢✸ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♦♥❧② ♠❛r❣✐♥❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦r ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡
s✐③❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠❛♥② s❝❛❧♣❡rs st❛②✐♥❣ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡ ❧❛st ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❛t
❜❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✭❜② ❜♦♦❦✐♥❣ ❛❧❧ s❧♦ts ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ ♦r ❜♦♦❦✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ✶✵ s❧♦ts ✐♥
t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✮ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r♦✉♥❞ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ s❡❡❦❡rs ❜✉②✐♥❣ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❢r♦♠
t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡❡❦❡rs ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤❛t t❤❡ s❝❛❧♣❡rs✬ ❛tt❡♠♣ts t♦ t❤r❡❛t❡♥ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ❛r❡ ❡♠♣t②✳
❘❡s✉❧t ✹ ✭P✉r❝❤❛s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✮✿
✭✐✮ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❡❡❦❡rs ✇❤♦ t❛❦❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣✉r❝❤❛s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡
t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❞❡♠❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✷✻
❋✐❣✉r❡ ✺✿ Pr♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣✉r❝❤❛s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❜② ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs
◆♦t❡s✿ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ❜r❛❝❦❡ts ♥❡①t t♦ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦❧✉♠♥✳
❚❛❜❧❡ ✸✿ P✉r❝❤❛s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs
r❡ ✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮ ✭✹✮
■♠✺ ■♠✸ ❉❡❢✺ ❉❡❢✸
❚✐♠❡ ♣❧❛②❡❞ ✳✵✷∗∗ ✲✳✵✵ ✲✳✵✷∗ ✲✳✵✷
✭✳✵✶✮ ✭✳✵✶✮ ✭✳✵✶✮ ✭✳✵✷✮
❱❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❧♦t ✳✵✷∗∗∗ ✳✵✷∗∗∗ ✳✵✶∗∗∗ ✳✵✶∗
✭✳✵✵✮ ✭✳✵✵✮ ✭✳✵✵✮ ✭✳✵✵✮
Pr✐❝❡ ♦❢ s❡r✈✐❝❡ ✲✳✵✷∗∗∗ ✲✳✵✷∗∗∗ ✲✳✵✶∗∗∗ ✲✳✵✵
✭✳✵✵✮ ✭✳✵✵✮ ✭✳✵✵✮ ✭✳✵✵✮
❙❝❛❧♣❡r ❜♦♦❦❡❞ ❛❧❧ s❧♦ts ✭■♠✮ ✳✸✸∗∗∗ ✳✷✹∗∗∗ ✲✳✵✷ ✳✶✶
♦r ❜❧♦❝❦❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s r♦✉♥❞ ✭❉❡❢✮ ✭✳✵✻✮ ✭✳✵✽✮ ✭✳✵✼✮ ✭✳✶✼✮
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✶✹✹✵ ✺✶✵ ✺✹✵ ✶✶✼
◆♦✳ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✸✾ ✸✶ ✷✽ ✶✵
❧♦❣✭❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✮ ✲✻✹✶✳✸✺ ✲✷✹✾✳✶✷ ✲✷✾✸✳✽✻ ✲✺✾✳✶✶
❙t❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✱ ✯ p < 0.10✱ ∗∗ p < 0.05✱ ∗∗∗ p < 0.01
◆♦t❡✿ ✬❙❝❛❧♣❡r ❜♦♦❦s ❛❧❧ s❧♦ts✬ ♦r ✬❜❧♦❝❦❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s r♦✉♥❞✬ ✐s ❛ ❧❛❣❣❡❞
❞✉♠♠② ❢♦r ❜♦♦❦✐♥❣ ❛❧❧ ❢♦✉r s❧♦ts ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ ❛♥❞ s✉❜♠✐tt✐♥❣
♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✳
✷✼
✭✐✐✮ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❡❡❦❡rs ✇❤♦ ❞♦ ♥♦t ❜✉② ✐s ❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ ♥♦t ❜✉②✐♥❣ ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❞❡❝✐s✐♦♥ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s ♣r✐❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❡❦❡r ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❜✉② ✐♥ ■♠✺✱ ■♠✸✱ ❛♥❞
❉❡❢✸✳
✭✐✐✐✮ ❆♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜✉② t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡✐r
✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❛❧❧ tr❡❛t♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐s ✐♥ tr❡❛t♠❡♥ts ■♠✸✱ ■♠✺✱ ❛♥❞ ❉❡❢✺✳
✭✐✈✮ ■♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡r ❜✉②✐♥❣ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ✐s
❤✐❣❤❡r ✐❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❜♦♦❦❡❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❧♦ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥
t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✳
✹✳✷✳✷ P❛②♦✛s ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs
❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ♣❛②♦✛s ❡❛r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡✐r ✇❡❧❢❛r❡✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛②♦✛s ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥ts
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♠❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♣❛②♦✛s ❛ ❢♦❧❧♦✇s✿ ■♥ ■♠✸ ❛♥❞ ❉❡❢✸ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
♣❛②♦✛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ✐♥ ❡❛❝❤ r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
❋♦r ■♠✺ ❛♥❞ ❉❡❢✺✱ ♦♥❧② ❢♦✉r ♦✉t ♦❢ ✜✈❡ ❛❝t✐✈❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❡❛r♥ ♣♦s✐t✐✈❡
♣❛②♦✛s ✐♥ ❡❛❝❤ r♦✉♥❞✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ♣❛②♦✛s ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡♠ ❜② ✵✳✽✳ ❚❤❡s❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣❛②♦✛s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ❢♦✉r tr❡❛t♠❡♥ts✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡
❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❝❛❧♣❡rs ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❝❡ss ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r s❧♦ts ✭■♠✺✮
❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❡❦❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣❛②♦✛s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞
s②st❡♠✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❡❝t ❛♥② s❝❛❧♣❡rs t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ s❝❛❧♣❡rs ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t
t❤❡② ❝❛♥ ❜❧♦❝❦ t❤❡ ❢✉❧❧ s✉♣♣❧② ♦❢ s❧♦ts✳ ■♥ ♦✉r ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛s
♦❢ s❡❡❦❡rs ❛r❡ ❤✐❣❤❡st ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ✭✼✺ ♣♦✐♥ts✮✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ■♠✸ ❛♥❞ ■♠✺ ✇✐t❤ ✷✺ ❛♥❞
✶✽✳✸✺ ♣♦✐♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳
❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛②♦✛s ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❜② tr❡❛t♠❡♥ts✳ ■t ❡♠❡r❣❡s t❤❛t
❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ❧❡❛❞s t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣❛②♦✛s ❢♦r ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t
s❡❡❦❡rs t❤❛♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ s❡❡❦❡rs ❢❛r❡ ✇♦rst ✐♥ ■♠✺✳ ❆❧❧ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢
tr❡❛t♠❡♥ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠s ②✐❡❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛st ✜✈❡ r♦✉♥❞s ♦❢
❡❛❝❤ tr❡❛t♠❡♥t ✭♣❁✵✳✵✶✮ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♣❛②♦✛s ✐♥ ❉❡❢✸ ❛♥❞ ❉❡❢✺ ✭♣❂✵✳✶✽✮✳✹✵
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❛❜s♦❧✉t❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣❛②♦✛s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦
♦❢ ❡❛❝❤ tr❡❛t♠❡♥t ❛r❡ ✼✹ ❛♥❞ ✻✾ ✐♥ ❉❡❢✸ ❛♥❞ ❉❡❢✺✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✼✺✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡
❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ t❤❡ ♣❛②♦✛s ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛s ✐♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦✳ ■♥ ■♠✸ ❛♥❞ ■♠✺✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❛②♦✛s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
✹✵❋♦r ❛❧❧ t❡sts ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❘❡s✉❧t ✺ ✇❡ ✉s❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✉♠♠② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥
❛♥ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜ts ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❝❧✉st❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❣r♦✉♣s
❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ tr❡❛t♠❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ t❡st✳
✷✽
❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♣❛②♦✛s ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs
◆♦t❡s✿ ❘♦✉♥❞s ✶✲✺ ❢♦r♠ t❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦ ✇❤✐❧❡ r♦✉♥❞s ✻✲✶✵ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦
✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ ♣❛②♦✛s ♦❢ s❡❡❦❡rs ✐♥ ■♠✺ ❛♥❞ ❉❡❢✺ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱ ❞✐✈✐❞✐♥❣
t❤❡♠ ❜② ✳✽✱ s✐♥❝❡ ❜② ❞❡s✐❣♥ ♦♥❧② ❢♦✉r ♦✉t ♦❢ ✜✈❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❧♦t✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ■♠✸ ❛♥❞ ❉❡❢✸✱ ❛❧❧
t❤r❡❡ s❡❡❦❡rs ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❧♦t✳
✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ♥❛♠❡❧② ✸✼ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✶✽ ✐♥ ■♠✺ ❛♥❞ ✺✺ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✷✺ ✐♥ ■♠✸✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦✈❡r✲❡♥tr② ♦❢ s❝❛❧♣❡rs ✐♥ tr❡❛t♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✱ ❛♥❞
❜② ✉♥❞❡r✲❡♥tr② ✐♥ tr❡❛t♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡r✲❡♥tr② ♦❢ s❝❛❧♣❡rs ✐♥
t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ ♦✈❡r✲❝♦♠♣❡♥s❛t❡s t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❢♦r t❤❡ ♣❛②♦✛ ❧♦st ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r
♦✉t✲♦❢✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜✉②✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳
❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣✱ ❘❡s✉❧t ✺ st❛t❡s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ❝❛r❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✱
s❤❡ s❤♦✉❧❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✿
❘❡s✉❧t ✺ ✭P❛②♦✛s ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✮✿ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛②♦✛s ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t
s❡❡❦❡rs ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ ❢♦r ❣✐✈❡♥ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❜❧♦❝❦✳
❆s ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✜✈❡ t♦ t❤❡ ❧❛st ✜✈❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤
tr❡❛t♠❡♥t✱ t❤❡ ♣❛②♦✛s ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ❧❛st ✜✈❡ r♦✉♥❞s ♦❢
■♠✺ ❛♥❞ ❉❡❢✺ ✭♣❁✵✳✵✶ ✐♥ ❜♦t❤ tr❡❛t♠❡♥ts✮✳ ■♥ ❉❡❢✺ t❤✐s ✐s ♠♦st❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢❡✇❡r
s❝❛❧♣❡rs ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ■♥ ■♠✺✱ ✐t ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝t♦rs✿ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs
❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❜✉②✐♥❣ ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ■♠✺✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs✬ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs✬ ♣❛②♦✛s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❜❧♦❝❦ t❤❛♥ ✐♥ ✜rst ❜❧♦❝❦✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❢❡✇❡r ❢❛❦❡ ■❉s s✉❜♠✐tt❡❞ ✐♥ ❧❛t❡r r♦✉♥❞s✳
✷✾
❋✐❣✉r❡ ✼✿ Pr♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❧♦ts t❤❛t ✇❡r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞
◆♦t❡s✿ ❘♦✉♥❞s ✶✲✺ ❢♦r♠ t❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦ ✇❤✐❧❡ r♦✉♥❞s ✻✲✶✵ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦
✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ ■♠✸ ❛♥❞ ❉❡❢✸✳
✹✳✸ ❲❡❧❢❛r❡
✹✳✸✳✶ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❧♦ts
❲❤✐❝❤ s②st❡♠ ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ❝❛r❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❛s t♦ ❤♦✇ t❤❡ ♣r♦✜ts ❛r❡ s♣❧✐t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs❄
❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧♦ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❜② tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡
♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ s❧♦ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ■♠✸ ❛♥❞ ❉❡❢✸✳
❋✐❣✉r❡ ✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❧♦ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ❜② tr❡❛t✲
♠❡♥ts✳ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s ❜♦t❤ t❤❡ s❧♦ts ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❛♥❞ t❤❡ s❧♦ts t❤❛t t❤❡
❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs r❡❝❡✐✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✳
■♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥ts ✇✐t❤ ❡①❝❡ss ❞❡♠❛♥❞✱ ■♠✺ ❛♥❞ ❉❡❢✺✱ ❜♦t❤ s②st❡♠s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛r♦✉♥❞ ✾✵✪
♦❢ s❧♦ts ❜❡✐♥❣ ❛❧❧♦❝❛t❡❞✳ ■♥ ■♠✺ t❤❡ ✶✵✪ ✉♥✜❧❧❡❞ s❧♦ts ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② s♦♠❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs
r❡❢✉s✐♥❣ t♦ ❜✉② t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ✐❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
✉♥✜❧❧❡❞ s❧♦ts ✐♥ ❉❡❢✺ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ s♦♠❡ s❝❛❧♣❡rs ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠✳
■♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❝❡ss s✉♣♣❧② ♦❢ s❧♦ts✱ ■♠✸ ❛♥❞ ❉❡❢✸✱ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ❧❡❛❞s t♦
❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❧♦ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ✜✈❡ r♦✉♥❞s ✭♣❁✵✳✵✶✮✳✹✶ ■♥ ■♠✸ ❛r♦✉♥❞ ✶✺✲✷✵✪
♦❢ t❤❡ s❧♦ts ❛r❡ ♥♦t ✜❧❧❡❞ ✭❡①❝❧✉❞✐♥❣ s❧♦ts t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ❡①❝❡ss ♦❢ ❞❡♠❛♥❞✮ ❞✉❡ t♦ s❝❛❧♣❡rs ❡♥t❡r✐♥❣
t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ s❡tt✐♥❣ ❛ ♣r✐❝❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ s❡❡❦❡rs✬ t❡♥❞❡♥❝② t♦
r❡❢✉s❡ t♦ ❜✉② s❧♦ts ✐❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇✳ ■♥ ❉❡❢✸✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❧♦ss
✹✶❘❡s✉❧t ✻ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❞✉♠♠② ✐♥ ❛ ♣r♦❜✐t r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❧♦ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ✈✐s❛ s❡❡❦❡rs ♦♥ t❤✐s ❞✉♠♠②✱ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❝❧✉st❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣
❣r♦✉♣s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ t❡st✳
✸✵
♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✺✪ ♦❢ s❧♦ts ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐rr❛t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ s♦♠❡ s❝❛❧♣❡rs t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ❞❡s♣✐t❡ ❧♦ss❡s ❛♥❞ t♦ ❜❧♦❝❦ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❢❛❦❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❆s ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❧♦ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐s ✐♥❝r❡❛s✲
✐♥❣ ✐♥ ■♠✺ ❛♥❞ ❉❡❢✺✳ ■♥ ■♠✺✱ t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs st❛rt❡❞ t♦ ❜✉② t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s s❡r✈✐❝❡ ❛❢t❡r
r♦✉♥❞ ✸ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧♠♦st ♥♦ s❧♦ts ✇❡r❡ s♦❧❞✳ ❚❤❡② ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ❣❡t ❛ s❧♦t ✇❛s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✳ ■♥ ❉❡❢✺ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧♦ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t s❝❛❧♣❡rs st♦♣♣❡❞ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠♦st s❧♦ts ✇❡r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✳
❘❡s✉❧t ✻ ✭❙❧♦ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ s❡❡❦❡rs✮✿
✭✐✮ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❧♦ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs
✐s ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ s②st❡♠s ❛t ❛r♦✉♥❞ ✾✵✪✳ ■t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠
t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞✳
✭✐✐✮ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❧♦ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡
✜rst t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ■♠✺ ❛♥❞ ❉❡❢✺✳
✹✳✸✳✷ ❲❤♦ ❣❡ts ❛ s❧♦t❄
❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ ✇❤✐❝❤ s❡❡❦❡rs ❣❡t ❛ s❧♦t ✉♥❞❡r t❤❡ t✇♦ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠s✳
■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❧♦ts t♦ s❡❡❦❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❞❡s✐r❛❜❧❡
♣♦❧✐❝② ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❡①ts ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ♠✐♥❞ ❢♦r ♦✉r st✉❞② ❡①❝❧✉❞❡ t❤✐s✱ ✐t
✐s ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ t❤❛t ✐♥ ♦t❤❡r ❝♦♥t❡①ts✱ ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ s❡❡❦❡rs✳
❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤✐s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳
❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❡❦❡r ✐♥ ❡❛❝❤ r♦✉♥❞ ❛♥ ♦r❞✐♥❛❧ r❛♥❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❧♦t
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r s❡❡❦❡rs ✇❤♦ ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤✐s r♦✉♥❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡❡❦❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st
✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r♦✉♥❞ r❡❝❡✐✈❡s ❛♥ ♦r❞✐♥❛❧ r❛♥❦ ♦❢ ♦♥❡✱ t❤❡ s❡❡❦❡r ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤✐❣❤❡st
✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡s ❛ r❛♥❦ ♦❢ t✇♦✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳✹✷ ❚❤✉s✱ ✐♥ ■♠✺ ❛♥❞ ❉❡❢✺ ✇❡ ❤❛✈❡ r❛♥❦s ❢r♦♠ ♦♥❡ t♦
✜✈❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ■♠✸ ❛♥❞ ❉❡❢✸ r❛♥❦s ❢r♦♠ ♦♥❡ t♦ t❤r❡❡✳
❚❛❜❧❡ ✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛♥❦s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❧♦t ♦❢ ❛❧❧ s❡❡❦❡rs r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ s❧♦t
❜② tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❲❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❡❦❡rs ❛ss✐❣♥❡❞ ✐♥ ❛
r♦✉♥❞✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ■♠✺ ❛♥❞ ❉❡❢✺✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛♥❦ ♦❢ ❛ss✐❣♥❡❞ s❡❡❦❡rs ✐s ❧♦✇❡r ✐♥ ■♠✺ t❤❛♥ ✐♥ ❉❡❢✺✱
t❤❛t ✐s✱ s❡❡❦❡rs ✇❤♦ ✈❛❧✉❡ t❤❡ s❧♦ts ♠♦r❡ ❤✐❣❤❧② ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ t❡r♠s r❡❝❡✐✈❡ ❛ s❧♦t ✐♥ ■♠✺ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ❉❡❢✺✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ r♦✉♥❞s ✇✐t❤ ♦♥❡ s❡❡❦❡r r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ s❧♦t ✭♣❂✵✳✶✼✮ ❜✉t
✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r r♦✉♥❞s ✇✐t❤ t✇♦✱ t❤r❡❡✱ ❛♥❞ ❢♦✉r s❡❡❦❡rs r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ s❧♦t ✭♣❁✵✳✵✶✮✳ ❆s ❢♦r t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ■♠✸ ❛♥❞ ❉❡❢✸✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❣♦❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r
t❤❡ r♦✉♥❞s ✇✐t❤ ♦♥❡ s❡❡❦❡r ❜❡✐♥❣ ❛ss✐❣♥❡❞ ✭♣❂✵✳✵✶✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❝❛❧♣❡rs ❛♥❞ ♣r✐❝❡s
❤❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡✛❡❝t✿ ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ t❤❡ s❡❡❦❡rs ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s r❡❝❡✐✈❡ s❧♦ts✱
s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♣❛② t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡rs✬ s❡r✈✐❝❡✳
✹✷■❢ s❡❡❦❡rs ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡② ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t✇♦ r❛♥❦s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ t✇♦ s❡❡❦❡rs ❤❛✈❡
t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ r♦✉♥❞✱ t❤❡② ❛r❡ ❜♦t❤ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ r❛♥❦ ♦❢ ✶✳✺✳
✸✶
❚❛❜❧❡ ✹✿ ❆✈❡r❛❣❡ r❛♥❦s ♦❢ s❡❡❦❡rs ✇❤♦ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ s❧♦t
❘♦✉♥❞s ✇✐t❤ ■♠✺ ■♠✸ ❉❡❢✺ ❉❡❢✸
✳✳✳ ♦♥❡ s❡❡❦❡r r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ s❧♦t
❆✈❡r❛❣❡ r❛♥❦ ♦❢ ❛ss✐❣♥❡❞ s❡❡❦❡rs ✶✳✻✽ ✶✳✸✼ ✷✳✸✼ ✶✳✽✽
◆✉♠❜❡r ♦❢ r♦✉♥❞s ✷✽ ✹✸ ✶✻ ✶✸
✳✳✳ t✇♦ s❡❡❦❡rs r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ s❧♦t
❆✈❡r❛❣❡ r❛♥❦ ♦❢ ❛ss✐❣♥❡❞ s❡❡❦❡rs ✷✳✶✵ ✶✳✼✵ ✸✳✵✼ ✶✳✽✹
◆✉♠❜❡r ♦❢ r♦✉♥❞s ✺✹ ✻✹ ✸✶ ✶✹
✳✳✳ t❤r❡❡ s❡❡❦❡rs r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ s❧♦t
❆✈❡r❛❣❡ r❛♥❦ ♦❢ ❛ss✐❣♥❡❞ s❡❡❦❡rs ✷✳✹✶ ✷✳✵✵ ✸✳✵✸ ✷✳✵✵
◆✉♠❜❡r ♦❢ r♦✉♥❞s ✻✽ ✷✼✸ ✸✶ ✸✻✵
✳✳✳ ❢♦✉r s❡❡❦❡rs r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ s❧♦t
❆✈❡r❛❣❡ r❛♥❦ ♦❢ ❛ss✐❣♥❡❞ s❡❡❦❡rs ✷✳✽✽ ✸✳✵✶
◆✉♠❜❡r ♦❢ r♦✉♥❞s ✷✷✹ ✷✾✷
◆♦t❡✿ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛♥❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s❡❡❦❡rs ✇❤♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❧♦t✳
❘❡s✉❧t ✼ ✭❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❧♦ts t♦ t❤❡ s❡❡❦❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✮✿ ❙❡❡❦❡rs ✇✐t❤
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ s❧♦ts ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞
s②st❡♠✳
✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛r❦❡t ❞❡s✐❣♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t
s❧♦ts ✇✐t❤ ♦♥❧✐♥❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❲❡ st✉❞② ❛ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s✉❝❤ ♠❛r❦❡ts✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ s❝❛❧♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ✜rst✲❝♦♠❡✲✜rst✲s❡r✈❡❞ ♦♥❧✐♥❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠✳ ❲❡
♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜♦♦❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst✲❝♦♠❡✲✜rst✲s❡r✈❡❞ s②st❡♠✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s
♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡♦r② ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♣r♦✜t❛❜❧❡ ♠❛r❦❡t ❡♥tr② ❜② s❝❛❧♣❡rs✳
❲❡ r✉♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡✇ s②st❡♠ r❡♥❞❡rs s❝❛❧♣✐♥❣ ✉♥♣r♦❢✲
✐t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♠❛❦❡s t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts✳ ❋✐rst✱ ✐t s❤♦✇s t❤❛t st✉❞❡♥ts ✐♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ s❝❛❧♣❡rs
♠❛❦❡ ♣r♦✜ts ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠ ✇❤❡♥ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❤✐❣❤✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛tt❡♠♣ts ♦❢ t❤❡ s❡❡❦❡rs
t♦ ❜♦②❝♦tt t❤❡♠ ❛♥❞ t♦ ♥♦t ❜✉② t❤❡✐r s❡r✈✐❝❡✳ ❲❡ ✐♥❢❡r ❢r♦♠ t❤✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦✜t ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❛r❡
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✱ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❝❛❧♣❡rs ✐♥ ✜rst✲❝♦♠❡✲✜rst✲s❡r✈❡❞ ♦♥❧✐♥❡
❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ s❝❛❧♣❡rs ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ❛s ♠✉❝❤ ♣♦✇❡r ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t ❛s ✐♥ r❡❛❧ ❧✐❢❡ s✐♥❝❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❧♦❝❦ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✈✐♥❝❡ t❤❡ s❡❡❦❡rs t♦ ✉s❡ t❤❡✐r
s❡r✈✐❝❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ✐s ✈❛❧✐❞✳ ■❢ s❝❛❧♣✐♥❣ ✐s
♥♦t ♣r♦✜t❛❜❧❡ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✉♥♣r♦✜t❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ❧❡ss ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥
r❡❛❧ ❧✐❢❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣ str❛t❡❣② ❝❛♥♥♦t ✇♦r❦✳
❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❜♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧♣❡r✱ ❡✈❡r② s❡❡❦❡r ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢
❣❡tt✐♥❣ ❛ s❧♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✇❤❡t❤❡r s❤❡ ✉s❡s t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ♦r ♥♦t✳ ❚❤✉s✱ ❛ s❡❡❦❡r
✸✷
✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❜✉② ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✳
❚❤✐r❞✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s❤♦✇s t❤❛t ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s②st❡♠s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❡♥tr② ♦❢ s❝❛❧♣❡rs✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣
✐s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧ ❡✐t❤❡r ❢♦r t❤❡ s❝❛❧♣❡rs ♦r ❢♦r t❤❡ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t s❡❡❦❡rs t♦ r❡❛❧✐③❡
t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧♣❡r t♦ t❤❡ s❡❡❦❡rs ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ t❤❡
❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s✇✐t❝❤ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ♠♦st❧② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉r❝❤❛s✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s❡❡❦❡rs ✇❤♦ ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❜✉② ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✳ ❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ❡①✐st✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♠❛r❦❡ts✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s❡❡❦❡rs ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ✉s❡
t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s s❡r✈✐❝❡ ❛t ✜rst✱ t❤❡② ♣r♦❜❛❜❧② ❧❡❛r♥ q✉✐❝❦❧② t♦ ❛♣♣❧② ❢♦r s❧♦ts ❞✐r❡❝t❧②✱ t❤❡r❡❜② ❢♦r❝✐♥❣
t❤❡ s❝❛❧♣❡r ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳
❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ✐t ♠♦r❡ s❡❡❦❡r✲
❢r✐❡♥❞❧②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❡❡❦❡rs ♠❛② ❜❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❆ ❧♦tt❡r② ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s✉❝❤ ❛s t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡r✐❛❧ ❞✐❝t❛t♦rs❤✐♣ ♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
s❡r✐❛❧ ✭❇♦❣♦♠♦❧♥❛✐❛ ❛♥❞ ▼♦✉❧✐♥✱ ✷✵✵✶✮ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ s❧♦ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❧✐sts✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ❡①❝❡ss ❞❡♠❛♥❞ ✐s s❡✈❡r❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t s❡❡❦❡rs ✇✐t❤ ❧♦♥❣❡r
✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡s ♦r ✉r❣❡♥t ♥❡❡❞s r❡❝❡✐✈❡ ♠♦r❡ ❧♦tt❡r② t✐❝❦❡ts✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡♠ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ s❧♦t✳
❖✉r ♣❛♣❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❤❛s s✉r❢❛❝❡❞ r❡❝❡♥t❧② ✇✐t❤
♦♥❧✐♥❡ ❜♦♦❦✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② s✐♠♣❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧s♦ s❤❡❞s ❧✐❣❤t ♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❛②s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
❜❧❛❝❦ ♠❛r❦❡ts ✐♥ ♦t❤❡r ❝♦♥t❡①ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t✐❝❦❡ts ❢♦r ❜✐❣ s♣♦rts ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♥❝❡rts ❛r❡ ♦❢t❡♥
s♦❧❞ ♦✉t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ♠✐♥✉t❡s ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♦♥ s❛❧❡✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♦✛❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ♠❛r❦❡t ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❡r
♣r✐❝❡ s❤♦rt❧② ❛❢t❡r✳ ❙❝❛❧♣✐♥❣ ♦❝❝✉rs ❜❡❝❛✉s❡ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠❛r❦❡t✲❝❧❡❛r✐♥❣ ♣r✐❝❡✳ ❆rt✐sts
❛♥❞ t✐❝❦❡ts ♣❧❛t❢♦r♠s ♠❛❦❡ ❛tt❡♠♣ts t♦ ✜❣❤t s❝❛❧♣✐♥❣✱ ❡✳❣✳✱ ❜② ♦✛❡r✐♥❣ t✐❝❦❡ts t♦ ♦✣❝✐❛❧ ❢❛♥s ♦♥❧②✱
❜✉t t❤❡ r❡s❛❧❡ ❜✉s✐♥❡ss ♣r♦✜t ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❡✐❣❤t ❜✐❧❧✐♦♥ ❛ ②❡❛r ✐♥ t❤❡ ❯❙ ❛❧♦♥❡✳✹✸ ❚❤❡ ❇❡tt❡r
❖♥❧✐♥❡ ❚✐❝❦❡ts ❙❛❧❡s ❆❝t✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❇❖❚❙ ❛❝t✱ ✇❛s ♣❛ss❡❞ ❜② t❤❡ ❯❙ ❈♦♥❣r❡ss ✐♥ ✷✵✶✻✳
■t ♦✉t❧❛✇s ✉s✐♥❣ ❜♦ts ♦r ♦t❤❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t✐❝❦❡ts ✈✐❛ ♦♥❧✐♥❡ s②st❡♠s t♦ r❡s❡❧❧ t❤❡♠ ♦♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛r❦❡t✳ ❆ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐❝❦❡ts ❢♦r t❤❡ ❙♦❝❝❡r ❲♦r❧❞ ❈✉♣ ✷✵✶✽✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❋■❋❆ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❢♦r t✐❝❦❡ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛t❝❤ ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r②✱ ❛♥❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✈❡r❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛t❝❤ ❛♥❞ ♣r✐❝❡
❝❛t❡❣♦r②✱ ❛ ❧♦tt❡r② ❞❡❝✐❞❡❞ ✇❤♦ r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ t✐❝❦❡ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❝❛❧♣✐♥❣ ✇❛s st✐❧❧ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞
s❝❛❧♣✐♥❣✱ t❤❡ ■❉s ♦❢ t✐❝❦❡t ❤♦❧❞❡rs ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥tr❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛❞✐✉♠ ■❉
❝❤❡❝❦s ❞♦ ♥♦t ✐♠♣♦s❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦st ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♣♣♦✐♥t♠❡♥ts ❛t ♣✉❜❧✐❝ ♦✣❝❡s✱ ❜✉t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡
♠✉❝❤ ❤❛r❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❢♦r s♣♦rts ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♥❝❡rts✳ ❲❤✐❧❡ ♦r❣❛♥✐③❡rs ❝♦♠♠♦♥❧② st❛t❡ t❤❛t
■❉ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ ♣❧❛❝❡✱ ❞❡ ❢❛❝t♦ t❤❡② t❡♥❞ t♦ s❤② ❛✇❛② ❢r♦♠ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡✳ ❆♠♦♥❣
t❤❡ r❡❛s♦♥s ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡ t♦ ✜❧❧ t❤❡ st❛❞✐✉♠ ♦r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ■❉
✹✸❙❡❡ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳t❤❡❛t❧❛♥t✐❝✳❝♦♠✴❜✉s✐♥❡ss✴❛r❝❤✐✈❡✴✷✵✶✺✴✶✷✴❛❞❡❧❡✲s❝❛❧♣❡rs✴✹✷✶✸✻✷✴✳ ❚❤❡ ✇❡❜♣❛❣❡ ✇❛s ❛❝✲
❝❡ss❡❞ ♦♥ ❆♣r✐❧ ✺✱ ✷✵✶✾✳
✸✸
❝❤❡❝❦s✳✹✹ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t s❝❛❧♣❡rs ❛♥❞ ♣❡♦♣❧❡ ❧❡❛✈✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s ♦♥ ✐♥t❡r♥❡t ❢♦r✉♠s
tr② t♦ ❝♦♥✈✐♥❝❡ t✐❝❦❡t ❜✉②❡rs t❤❛t ■❉ ❝❤❡❝❦s ✇✐❧❧ ♥♦t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳ ❆ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦
❝❤❡❝❦ t❤❡ ■❉s ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♣❡♦♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐t t♦ r❡❢✉s✐♥❣ ❡♥tr② ❢♦r
t❤♦s❡ ✇❤♦s❡ ■❉ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛t❝❤ t❤❡✐r t✐❝❦❡t✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠❛♥②
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ✇❡ ❧❡❛✈❡ ✐ts ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳
❆ Pr♦♦❢s
❆✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✿ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠
❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❝❧❛✐♠s✳
❈❧❛✐♠ ✶✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ p ∈ P ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✉②❡rs✱ nb ∈ {0, . . . , n}✱
t❤❡ ♣r♦✜t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s❡❡❦❡rs✬ t②♣❡s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❤✐♠ t♦ ♠❛❦❡ α(p, nb) = m
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦✜t ❢r♦♠ ♠❛❦✐♥❣ a ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ 0 ≤ a ≤ m ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦
❝❛s❡s✳ ❲❤❡♥ m < nb✱ t❤❡ ♣r♦✜t ✐s pa − c✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ nb ≤ m✱ t❤❡ ♣r♦✜t ✐s pa − c
❢♦r a ≤ nb❀ pnb − c ❢♦r nb < a ≤ m✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ a = m ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳
❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s❡❡❦❡r ✉s❡s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ str❛t❡❣②✱ ❞❡♥♦t❡❞
❜② β(p; v)✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉t♦✛ vˆ(p) t❤❛t t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿ ❋♦r ❡❛❝❤ p ∈ P ✱ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡
vˆ(p) ∈ [v, v] s✉❝❤ t❤❛t
β(p; v) =

❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❢ v ≤ vˆ(p),❜✉②✐♥❣ ✐❢ v > vˆ(p).
❚♦ ♦❜t❛✐♥ s✐♠♣❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✿ ❢♦r ❡❛❝❤ n˜ ∈ N✱ ❡❛❝❤
k ∈ {1, . . . , n˜}✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ v˜ ∈ [v, v]✱
qn˜,k(v˜) =
(
n˜
k
)
F n˜−k(v˜)(1− F (v˜))k.
❍❡r❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ qn˜,k(v˜) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ♦✉t ♦❢ n˜ s❡❡❦❡rs✱ (n˜− k) s❡❡❦❡rs ❤❛✈❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s
❜❡❧♦✇ v˜ ❛♥❞ k s❡❡❦❡rs ❤❛✈❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ v˜✳
✹✹❆ r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥❝❡r♥s s❝❛❧♣❡rs ❜♦♦❦✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥ ♣♦♣✉❧❛r r❡st❛✉r❛♥ts ✉♥❞❡r ❢❛❦❡ ♥❛♠❡s✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡s ❛r❡
♦✛❡r❡❞ ♦♥ ❛ ✇❡❜s✐t❡✱ ❛♥❞ ❝✉st♦♠❡rs ✇❤♦ ♣❛② ❢♦r t❤❡ s❧♦t ❧❡❛r♥ t❤❡ ❢❛❦❡ ♥❛♠❡ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛s ♠❛❞❡✳
❚❤❡ r❡st❛✉r❛♥ts ♦❢t❡♥ ❞♦ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❢❡❡s✱ ❛♥❞ t❤❡② r✉♥ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ t❛❜❧❡s ♥♦t ❜❡✐♥❣ t❛❦❡♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✉♥❞❡r
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✜rst✲❝♦♠❡✲✜rst✲s❡r✈❡❞ s②st❡♠✱ t❤❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢ ■❉s ❜② t❤❡ r❡st❛✉r❛♥t ✇♦✉❧❞ ♥♦t s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ s✐♥❝❡
t❤❡ s❝❛❧♣❡rs ❝♦✉❧❞ st✐❧❧ r❡✲❜♦♦❦ t❤❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞ s❧♦ts ✉♥❞❡r t❤❡ r❡❛❧ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉st♦♠❡rs✳❯♥❞❡r t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠
✇✐t❤ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢ ■❉s✱ s❝❛❧♣✐♥❣ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ r❡st❛✉r❛♥ts ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞
❛❜♦✉t t❤❡ ✇❛② t❤❡✐r t❛❜❧❡s ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞✱ ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❡✈❡♥ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❝❧✐❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss
t♦ ♣❛② ❢♦r t❤❡ t❛❜❧❡✳
✸✹
❈❧❛✐♠ ✷✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❡♥t❡rs t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ❛♥② ♣r✐❝❡ p ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
a = m✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝✉t♦✛ ✐s vˆ(p, a) = p✱ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ str❛t❡❣② ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❛ s❡❡❦❡r✳
Pr♦♦❢✳ ❊❛❝❤ s❡❡❦❡r ❦♥♦✇s ❤❡r ♦✇♥ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v ❛♥❞ ❢❛❝❡s (n − 1) ♦t❤❡r s❡❡❦❡rs✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡
♦t❤❡r s❡❡❦❡rs ❢♦❧❧♦✇ ❛ str❛t❡❣② β ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ vˆ✳ ❲❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ♦❢
t②♣❡ v ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜✉②✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t s❤❡ ♠❛❦❡s ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡m s❧♦ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧♣❡r
✭∵ a = m✮✱ s❤❡ ❤❛s ♥♦ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❣❡tt✐♥❣ ❛ s❧♦t✳ ❚❤✉s ❤❡r ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ③❡r♦✳
❙✉♣♣♦s❡ ♥❡①t t❤❛t s❤❡ ❜✉②s t❤❡ s❡r✈✐❝❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧♦ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❜✉②❡rs ✐s m✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ s❤❡ ❢❛❝❡s k ❜✉②❡rs ❛♥❞ (n− 1− k) ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤✐s ❡✈❡♥t ✐s qn−1,k(vˆ(p))✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤✐s ❡✈❡♥t✱ ✇❤❡♥ k + 1 ≤ m✱ s❤❡ ✐s ❝❡rt❛✐♥
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❧♦t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ k + 1 ≥ m + 1✱ s❤❡ ❣❡ts ❛ s❧♦t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② m
k+1
✳
❚❤✉s✱ ❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❜✉②✐♥❣ ✐s
✐❢ n > m,
(
m−1∑
k=0
qn−1,k(vˆ(p)) +
n−1∑
k=m
m
k + 1
qn−1,k(vˆ(p))
)
(v − p), ✭✶✮
✐❢ n ≤ m, v − p. ✭✷✮
❆ s❡❡❦❡r ✇❤♦s❡ t②♣❡ ✐s t❤❡ ❝✉t♦✛ vˆ(p) ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✉②✐♥❣✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤✉s✱ vˆ(p) = p✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✇✐t❤ ❤✐s m ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r β ♦❢ ❛ s❡❡❦❡r ❛s
❈❧❛✐♠s ✶ ❛♥❞ ✷✱ t❤❡ ♣r♦✜t pi(p) ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐♥ s❡tt✐♥❣ ♣r✐❝❡ p ✐s
pi(p) =


∑m
k=0 qn,k(p) p k +
∑n
k=m+1 qn,k(p) pm− c ✐❢ n > m,∑n
k=0 qn,k(p) p k − c ✐❢ n ≤ m.
✭✸✮
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t s❡t P ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r✐❝❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② p∗✱
t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣r♦✜t ✭✸✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✐s ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
❆✳✷ Pr♦♦❢s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✷ ❛♥❞ ✸✿ ❊q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞ s②st❡♠
❲❡ ❞❡r✐✈❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳
❈❧❛✐♠ ✸✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❡♥t❡rs t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ❛ ♣r✐❝❡ p ∈ P ❛♥❞ nb s❡❡❦❡rs ❜✉② t❤❡
s❡r✈✐❝❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣r♦✜t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s❡❡❦❡rs✬ t②♣❡s✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❜② t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐s
• ❛♥② ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ Q− nd ✇❤❡♥ nb = 0❀
✸✺
• ❛♥② ✐♥t❡❣❡r ❜❡t✇❡❡♥ nb ❛♥❞ m− nd ✇❤❡♥ nb > 0 ❛♥❞ n ≤ m❀
• nb ✇❤❡♥ nb > 0 ❛♥❞ n > m✳
Pr♦♦❢✳ ▲❡t a ❜❡ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ s❝❛❧♣❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t 0 ≤ a ≤ Q ❜② ♦✉r
❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② pi(a) t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❢r♦♠ ♠❛❦✐♥❣ a ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❈❛s❡ ✶✿ nb = 0✳ ❚❤❡♥✱ pi(a) = 0− c✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ✐s ❛♥② ✐♥t❡❣❡r a ∈ [0, Q− nd]✳
❈❛s❡ ✷✿ nb > 0 ❛♥❞ n ≤ m✳ ❚❤❡♥✱ ♥♦t❡ t❤❛t nd + nb ≡ n ≤ m s♦ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ nb ≤ m− nd✳
pi(a) =


pa− c ✐❢ a ∈ [0, nb],
pnb − c ✐❢ a ∈ [nb,m− nd],
p m
a+nd
nb − c ✐❢ a ∈ [m− nd, Q].
❚❤✉s✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ✐s ❛♥② ✐♥t❡❣❡r a ∈ [nb,m− nd]✳
❈❛s❡ ✸✿ nb > 0 ❛♥❞ n > m✳ ❚❤❡♥✱ ♥♦t❡ t❤❛t n ≡ nb + nd > m s♦ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ m− nd < nb✳
pi(a) =


pa− c ✐❢ a ∈ [0,m− nd],
p m
a+nd
a− c ✐❢ a ∈ [m− nd, nb],
p m
a+nd
nb − c ✐❢ a ∈ [nb, Q].
❚❤❡♥✱ pi(a) ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ [0, nb] ❛♥❞ str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ [nb, Q]✳ ❚❤✉s t❤❡ ✉♥✐q✉❡
♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ✐s a = nb✳
◆♦✇ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s❡❡❦❡rs✳
❈❧❛✐♠ ✹✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❡♥t❡rs t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ❛ ♣r✐❝❡ p ❛♥❞ ♠❛❦❡s α(p, nb) = nb ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ nb✱ ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❛ s❡❡❦❡r ✇✐t❤ t②♣❡ v ∈ [v, v]✳
Pr♦♦❢✳ ❊❛❝❤ s❡❡❦❡r ❦♥♦✇s ❤❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v ❛♥❞ ❢❛❝❡s (n − 1) ♦t❤❡r s❡❡❦❡rs✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s
♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❤❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s❡❡❦❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ▲❡t t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s❡❡❦❡rs ❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② nˆb ❛♥❞ nˆd t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✉②❡rs ❛♥❞ ❞✐r❡❝t
❛♣♣❧✐❝❛♥ts ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r s❡❡❦❡rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t nˆb + 1 + nˆd = n✳
❈❛s❡ ✶✿ n ≤ m✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ t❤❡ s❡❡❦❡r ♠❛❦❡s ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❤❡r ♣❛②♦✛ ✐s v✳ ■❢ s❤❡ ❜✉②s✱ ❤❡r
♣❛②♦✛ ✐s v − p✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❤❡r✳
❈❛s❡ ✷✿ n > m✳ ■❢ t❤❡ s❡❡❦❡r ♠❛❦❡s ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❡♥ ❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣❡tt✐♥❣ ❛ s❧♦t ✐s
m
(nˆd+1)+nˆb
❛♥❞ t❤✉s ❤❡r ♣❛②♦✛ ✐s m
(nˆd+1)+nˆb
v✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ s❤❡ ❜✉②s t❤❡♥ ❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❣❡tt✐♥❣ ❛ s❧♦t ✐s m
nˆd+(nˆb+1)
❛♥❞ t❤✉s ❤❡r ✉t✐❧✐t② ✐s m
nˆd+(nˆb+1)
v − p✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s
♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❤❡r✳
✸✻
Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❡♥t❡rs t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ nb ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❜② ❈❧❛✐♠ ✸✳ ●✐✈❡♥ t❤✐s✱ ✉♥❞❡r ❈❧❛✐♠ ✹✱ ❛❧❧ s❡❡❦❡rs ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡ s❝❛❧♣❡r✬s ♣r♦✜t ✐s −c ✐❢ s❤❡ ❡♥t❡rs t❤❡ ♠❛r❦❡t❀ ✵ ✐❢ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❞♦❡s ♥♦t
❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❤❡ ❡♥t❡rs✱ ❛♥② ♣r✐❝❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❡♥t❡rs t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❋♦r ✐ts ♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❝❧❛✐♠s✳ ▲❡t β(p; v) ❜❡
❛ s②♠♠❡tr✐❝ str❛t❡❣② ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ vˆ(p) ✇❤❡r❡ β(p, v) = ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❢ v ≤ vˆ(p)❀
β(p, v) = ❜✉②✐♥❣ ✐❢ v > vˆ(p)✳
❈❧❛✐♠ ✺✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❡♥t❡rs t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ❛♥② ♣r✐❝❡ p ❛♥❞ ♠❛❦❡s Q ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ③❡r♦ ❜✉②❡rs✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡s nb ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❜✉②❡rs✳ ▲❡t P∗∗ = {p ∈ P |
(
min
{
1, m
n
}
− m
n+Q
)
v − p ≥ 0}✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ str❛t❡❣② ✐s
♦♣t✐♠❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝✉t♦✛ vˆ✿
✶✳ ■❢ p ∈ P∗∗✱ vˆ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦
(
min
{
1, m
n
}
− m
n+Q
)
xF n−1(x)− p = 0✳
✷✳ ■❢ p /∈ P∗∗✱ vˆ = v✳ ❚❤✉s✱ ❛❧❧ t②♣❡s ♣r❡❢❡r ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜✉②✐♥❣✳
Pr♦♦❢✳ ❊❛❝❤ s❡❡❦❡r ❦♥♦✇s ❤❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v ❛♥❞ ❢❛❝❡s (n− 1) ♦t❤❡r s❡❡❦❡rs✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♦t❤❡r
s❡❡❦❡rs ❢♦❧❧♦✇ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ str❛t❡❣② β ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ vˆ✳ ❋♦r s✐♠♣❧❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡
vˆ = vˆ(p)✳ ❲❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t②♣❡ v✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t s❤❡ ❜✉②s✳ ❚❤❡r❡ ✐s t❤❡♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❜✉②❡r ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s❝❛❧♣❡r ♠❛❦❡s nb ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❢♦r ❛♥② nb✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❈❧❛✐♠ ✹✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
❤❡r ❣❡tt✐♥❣ ❛ s❧♦t ✐s ✶ ✐❢ n ≤ m❀ ❛♥❞ ✐s m
n
♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡♥✱ ❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✐s min{1, m
n
}v − p✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✉♣♣♦s❡ s❤❡ ♠❛❦❡s ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✐s
(
qn−1,0(vˆ)
m
(n− 1) +Q+ 1
+
n−1∑
k=1
qn−1,k(vˆ)min
{
1,
m
n
})
v
=
(
F n−1(vˆ)
m
n+Q
+ (1− F n−1(v))min
{
1,
m
n
})
v.
◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ vˆ < v✱ ❛ s❡❡❦❡r ✇✐t❤ t②♣❡ vˆ ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❜✉②✐♥❣ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧②❀
✇❤❡♥ vˆ = v✱ s❤❡ ♣r❡❢❡rs ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜✉②✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡
min
{
1,
m
n
}
vˆ − p ≤
(
F n−1(vˆ)
m
n+Q
+ (1− F n−1(v))min
{
1,
m
n
})
vˆ
⇒
(
min
{
1,
m
n
}
−
m
n+Q
)
vˆF n−1(vˆ)− p ≤ 0. ✭✹✮
❉❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : [v, v]→ R ❜②
f(x) =
(
min
{
1,
m
n
}
−
m
n+Q
)
xF n−1(x)− p.
✸✼
❚❤❡♥✱ f ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ f(v) = −p < 0✱ ❛♥❞ f(v) =
(
min
{
1, m
n
}
− m
n+Q
)
v − p.
❈❛s❡ ✶✿ p ∈ P∗∗✳ ❚❤❡♥✱ f(v) < 0 ❛♥❞ f(v) ≥ 0✳ ❙✐♥❝❡ ❛ s❡❡❦❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉t♦✛ t②♣❡ vˆ ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t
❜❡t✇❡❡♥ ❜✉②✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ f(vˆ) = 0✳ ❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ f ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ s✉❝❤ vˆ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s f(vˆ) = 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡
(
min{1, m
n
} − m
n+Q
)
vˆF n−1(vˆ) − p = 0✳
❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ 0 < (min{1, m
n
} − m
n+Q
) < 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ vˆF n−1(vˆ) > p✳ ❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ 0 < F n−1(vˆ) ≤ 1✱ ✇❡
❤❛✈❡ vˆ > p✳
❈❛s❡ ✷✿ p 6∈ P∗∗✳ ❚❤❡♥✱ f(v) < 0✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ v ∈ [v, v]✱ s✐♥❝❡ f ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ f(v) < 0✳
❚❤✉s✱ ❛❧❧ t②♣❡s ♣r❡❢❡r ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜✉②✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝✉t♦✛ ✐s vˆ = v✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡
f(vˆ) = f(v¯) < 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡
(
min{1, m
n
} − m
n+Q
)
vˆ − p = 0✳ ❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ 0 < (min{1, m
n
} − m
n+Q
) < 1✱
✇❡ ❤❛✈❡ vˆ > p✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ s❝❛❧♣❡r ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s❡❡❦❡rs ❛s ✐♥ ❈❧❛✐♠ ✸ ❛♥❞ ❈❧❛✐♠
✺✱ t❤❡ ♣r♦✜t pi(p) ♦❢ t❤❡ s❝❛❧♣❡r ✐♥ s❡tt✐♥❣ ♣r✐❝❡ p ✐s
pi(p) =


−c ✐❢ p 6∈ P∗∗,∑m
k=1 qn,k(vˆ(p))kp− c ✐❢ n ≤ m ❛♥❞ p ∈ P
∗∗,∑m
k=1 qn,k(vˆ(p))
m
(n−k)+k
kp+
∑n
k=m+1 qn,k(vˆ(p))
m
(n−k)+k
mp ✐❢ n > m ❛♥❞ p ∈ P∗∗.
✭✺✮
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡t P∗∗ ✐s ❝♦♠♣❛❝t✳ ❙✐♥❝❡ pi(p) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t s❡t P∗∗✱ t❤❡r❡
✐s ❛ ♣r✐❝❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② p∗∗ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s pi ✐♥ P∗∗✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r✐❝❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② p∗✱ t❤❛t
♠❛①✐♠✐③❡s pi ✐♥ P ✳
Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ◆♦✇ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❢r♦♠ ❈❧❛✐♠ ✸ ❛♥❞ ❈❧❛✐♠
✺ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳
❇ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts
❇✳✶ Pr✐❝❡s ♦❢ s❝❛❧♣❡rs
❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ✜✈❡ r♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ tr❡❛t♠❡♥ts ❛r❡ ✻✵✳✺ ❛♥❞ ✻✶✳✻ ✐♥ ■♠✺
❛♥❞ ■♠✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ Pr✐❝❡s ❛r❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞
t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣r✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ✜✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st
✜✈❡ r♦✉♥❞s ♦❢ ■♠✺ ❛♥❞ ■♠✸ ❛r❡ ✵✳✵✵ ❛♥❞ ✵✳✵✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❛❧❧ t❡sts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❘❡s✉❧t ✸✱ ✇❡ ✉s❡
♣✲✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✉♠♠② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ s❝❛❧♣❡rs
✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❝❧✉st❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❛ s❛♠♣❧❡ t❤❛t ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦
s❝❛❧♣❡rs ✇❤♦ ❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ tr❡❛t♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ t❡st✳
❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r✐❝❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥ts ❛r❡ ✺✺ ❛♥❞ ✺✻✳✼ ✐♥ ■♠✺ ❛♥❞ ■♠✸✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥ ■♠✺ ✐s ✻✵✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥ ■♠✸ ✐s ✺✵✳ ■♥ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞
✸✽
❋✐❣✉r❡ ✽✿ Pr✐❝❡s ♦❢ s❝❛❧♣❡rs✳
◆♦t❡s✿ ❘♦✉♥❞s ✶✲✺ ❢♦r♠ t❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦ ✇❤✐❧❡ r♦✉♥❞s ✻✲✶✵ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦
✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦s✳ ▲✐❣❤t ❣r❛② ❧✐♥❡s st❛♥❞ ❢♦r r♦✉♥❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❧❡ss t❤❛♥ ✸✵✪ ♦❢
s❝❛❧♣❡rs ❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳
s②st❡♠ t❤❡r❡ ❛r❡ t♦♦ ❢❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ ❤❛✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜♦✉t ♣r✐❝✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ♦❢
s❝❛❧♣❡rs ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❡❛❝❤ tr❡❛t♠❡♥t✱ ❛s ❧❡ss t❤❛♥ ✸✵✪ ♦❢ s❝❛❧♣❡rs ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❆❜❞✉❧❦❛❞✐r♦➜❧✉✱ ❆✳ ❛♥❞ ❚✳ ❙ö♥♠❡③ ✭✶✾✾✽✮✿ ✏❘❛♥❞♦♠ ❙❡r✐❛❧ ❉✐❝t❛t♦rs❤✐♣ ❛♥❞ t❤❡ ❈♦r❡ ❢r♦♠
❘❛♥❞♦♠ ❊♥❞♦✇♠❡♥ts ✐♥ ❍♦✉s❡ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s✱✑ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✻✻✱ ✻✽✾✕✼✵✶✳
✖✖✖ ✭✶✾✾✾✮✿ ✏❍♦✉s❡ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❊①✐st✐♥❣ ❚❡♥❛♥ts✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✽✽✱ ✷✸✸✕
✷✻✵✳
✖✖✖ ✭✷✵✵✸✮✿ ✏❙❝❤♦♦❧ ❈❤♦✐❝❡✿ ❆ ▼❡❝❤❛♥✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❆♣♣r♦❛❝❤✱✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✸✱
✼✷✾✕✼✹✼✳
❆r✐❡❧②✱ ❉✳✱ ❆✳ ❖❝❦❡♥❢❡❧s✱ ❛♥❞ ❆✳ ❊✳ ❘♦t❤ ✭✷✵✵✺✮✿ ✏❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡♥❞✐♥❣ r✉❧❡s
✐♥ ✐♥t❡r♥❡t ❛✉❝t✐♦♥s✱✑ ❘❆◆❉ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✽✾✵✕✾✵✼✳
❇❤❛✈❡✱ ❆✳ ❛♥❞ ❊✳ ❇✳ ❇✉❞✐s❤ ✭✷✵✶✼✮✿ ✏Pr✐♠❛r②✲▼❛r❦❡t ❆✉❝t✐♦♥s ❢♦r ❊✈❡♥t ❚✐❝❦❡ts✿ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♥❣
t❤❡ ❘❡♥ts ♦❢ ✬❇♦❜ t❤❡ ❇r♦❦❡r✬❄✑ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳
❇♦❣♦♠♦❧♥❛✐❛✱ ❆✳ ❛♥❞ ❍✳ ▼♦✉❧✐♥ ✭✷✵✵✶✮✿ ✏❆ ◆❡✇ ❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❘❛♥❞♦♠ ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜✲
❧❡♠✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✵✵✱ ✷✾✺✕✸✷✽✳
✸✾
❇✉❞✐s❤✱ ❊✳✱ P✳ ❈r❛♠t♦♥✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙❤✐♠ ✭✷✵✶✺✮✿ ✏❚❤❡ ❍✐❣❤✲❋r❡q✉❡♥❝② ❚r❛❞✐♥❣ ❆r♠s ❘❛❝❡✿ ❋r❡✲
q✉❡♥t ❇❛t❝❤ ❆✉❝t✐♦♥s ❛s ❛ ▼❛r❦❡t ❉❡s✐❣♥ ❘❡s♣♦♥s❡✱✑ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✸✵✭✹✮✱
✶✺✹✼✕✶✻✷✶✳
❈❛s♦♥✱ ❚✳ ◆✳ ✭✷✵✵✵✮✿ ✏❚❤❡ ❖♣♣♦rt✉♥✐t② ❢♦r ❈♦♥s♣✐r❛❝② ✐♥ ❆ss❡t ▼❛r❦❡ts ❖r❣❛♥✐③❡❞ ✇✐t❤ ❉❡❛❧❡r
■♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✶✸✱ ✸✽✺✕✹✶✻✳
❈❤❛❦r❛✈❛rt②✱ ❙✳ ❛♥❞ ❚✳ ❘✳ ❑❛♣❧❛♥ ✭✷✵✶✸✮✿ ✏❖♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts✱✑
●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r✱ ✼✼✱ ✶✕✷✵✳
❈❤❡♥✱ ❨✳ ❛♥❞ ❚✳ ❙ö♥♠❡③ ✭✷✵✵✷✮✿ ✏■♠♣r♦✈✐♥❣ ❊✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❖♥✲❝❛♠♣✉s ❍♦✉s✐♥❣✿ ❆♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ❙t✉❞②✱✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✷✱ ✶✻✻✾✕✶✻✽✻✳
❈♦✉rt②✱ P✳ ✭✷✵✶✼✮✿ ✏❙❡❝♦♥❞❛r② ❚✐❝❦❡t ▼❛r❦❡ts ❢♦r ❙♣♦rt ❊✈❡♥ts✱✑ ❋♦rt❤❝♦♠✐♥❣✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢
❙♣♦rts ❊❝♦♥♦♠✐❝s✳
❉r✉❣♦✈✱ ▼✳✱ ❏✳ ❍❛♠♠❛♥✱ ❛♥❞ ❉✳ ❙❡rr❛ ✭✷✵✶✹✮✿ ✏■♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s ✐♥ ❈♦rr✉♣t✐♦♥✿ ❆♥ ❊①♣❡r✐✲
♠❡♥t✱✑ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✼✱ ✼✽✕✾✾✳
❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r✱ ❯✳ ✭✷✵✵✼✮✿ ✏③✲❚r❡❡✿ ❩✉r✐❝❤ ❚♦♦❧❜♦① ❢♦r ❘❡❛❞②✲♠❛❞❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts✱✑
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✵✱ ✶✼✶✕✶✼✽✳
●❛rr❛tt✱ ❘✳✱ ❚✳ ❚rö❣❡r✱ ❛♥❞ ❈✳ ❩❤❡♥❣ ✭✷✵✵✾✮✿ ✏❈♦❧❧✉s✐♦♥ ✈✐❛ ❘❡s❛❧❡✱✑ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✼✼✱
✶✵✾✺✕✶✶✸✻✳
●r❡✐♥❡r✱ ❇✳ ✭✷✵✶✺✮✿ ✏❙✉❜❥❡❝t P♦♦❧ ❘❡❝r✉✐t♠❡♥t Pr♦❝❡❞✉r❡s✿ ❖r❣❛♥✐③✐♥❣ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤
❖❘❙❊❊✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙❝✐❡♥❝❡ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✶✭✶✮✱ ✶✶✹✕✶✷✺✳
●✉✐❧❧❡♥✱ P✳ ❛♥❞ ❖✳ ❑❡st❡♥ ✭✷✵✶✷✮✿ ✏▼❛t❝❤✐♥❣ ▼❛r❦❡ts ✇✐t❤ ▼✐①❡❞ ❖✇♥❡rs❤✐♣✿ ❚❤❡ ❈❛s❡ ❢♦r
❛ ❘❡❛❧✲❧✐❢❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠✱✑ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✺✸✭✸✮✱ ✶✵✷✼✕✶✵✹✻✳
❍❛❢❛❧✐r✱ ■✳ ❊✳ ❛♥❞ ❱✳ ❑r✐s❤♥❛ ✭✷✵✵✽✮✿ ✏❆s②♠♠❡tr✐❝ ❆✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❘❡s❛❧❡✱✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦✲
♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✽✱ ✽✼✕✶✶✷✳
❍❛❦✐♠♦✈✱ ❘✳ ❛♥❞ ❉✳ ❑ü❜❧❡r ✭✷✵✶✾✮✿ ✏❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ▼❛t❝❤✐♥❣ ▼❛r❦❡ts✿ ❆ ❙✉r✈❡②✱✑ ❲♦r❦✐♥❣
P❛♣❡r✳
❍✉❛♥❣✱ ❨✳ ❛♥❞ ◗✳ ❲❡♥ ✭✷✵✶✾✮✿ ✏❆✉❝t✐♦♥✕▲♦tt❡r② ❍②❜r✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s✿ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞
❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✱✑ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✻✵✱ ✸✺✺✕✸✽✺✳
❍✉❣❤✲❏♦♥❡s✱ ❉✳✱ ▼✳ ❑✉r✐♥♦✱ ❛♥❞ ❈✳ ❱❛♥❜❡r❣ ✭✷✵✶✹✮✿ ✏❆♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙t✉❞② ♦♥ t❤❡
■♥❝❡♥t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❙❡r✐❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐s♠✱✑ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r✱ ✽✼✱ ✸✻✼✕✸✽✵✳
❍②❧❧❛♥❞✱ ❆✳ ❛♥❞ ❘✳ ❩❡❝❦❤❛✉s❡r ✭✶✾✼✾✮✿ ✏❚❤❡ ❊✣❝✐❡♥t ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦ P♦s✐t✐♦♥s✱✑
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✽✼✱ ✷✾✸✕✸✶✹✳
✹✵
❑❛❣❡❧✱ ❏✳ ❛♥❞ ❆✳ ❊✳ ❘♦t❤ ✭✷✵✵✵✮✿ ✏❚❤❡ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❘❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▼❛t❝❤✐♥❣ ▼❛r❦❡ts✿ ❆
▲❛❜♦r❛t♦r② ❊①♣❡r✐♠❡♥t ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛ ◆❛t✉r❛❧ ❊①♣❡r✐♠❡♥t✱✑ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱
✶✶✺✱ ✷✵✶✕✷✸✺✳
▲✐✱ ❙✳ ✭✷✵✶✼✮✿ ✏❇❡tt❡r ▲✉❝❦② ❚❤❛♥ ❘✐❝❤❄ ❲❡❧❢❛r❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❆✉t♦♠♦❜✐❧❡ ▲✐❝❡♥❝❡ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥
❇❡✐❥✐♥❣ ❛♥❞ ❙❤❛♥❣❤❛✐✱✑ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✽✺✱ ✷✸✽✾✕✷✹✷✽✳
▲✐❛♦✱ ❊✳ ❩✳ ❛♥❞ ❈✳ ❆✳ ❍♦❧t ✭✷✵✶✸✮✿ ✏❚❤❡ P✉rs✉✐t ♦❢ ❘❡✈❡♥✉❡ ❘❡❞✉❝t✐♦♥✿ ❆♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❙❤❛♥❣❤❛✐ ▲✐❝❡♥s❡ P❧❛t❡ ❆✉❝t✐♦♥✱✑ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳
▼❛❧❛❣❛✱ ❘✳✱ ❉✳ P♦rt❡r✱ ❑✳ ❖r❞✱ ❛♥❞ ❇✳ ▼♦♥t❛♥♦ ✭✷✵✶✵✮✿ ✏❆ ♥❡✇ ❡♥❞✲♦❢✲❛✉❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❢♦r ❝✉r❜✐♥❣ s♥✐♣✐♥❣✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙♦❝✐❡t②✱ ✻✶✱ ✶✷✻✺✕✶✷✼✷✳
❖❝❦❡♥❢❡❧s✱ ❆✳ ❛♥❞ ❆✳ ❊✳ ❘♦t❤ ✭✷✵✵✻✮✿ ✏▲❛t❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜✐❞❞✐♥❣ ✐♥ s❡❝♦♥❞ ♣r✐❝❡ ■♥t❡r♥❡t
❛✉❝t✐♦♥s✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t r✉❧❡s ❢♦r ❡♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥✱✑ ●❛♠❡s ❛♥❞
❊❝♦♥♦♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✺✺✱ ✷✾✼✕✸✷✵✳
❘♦♥❣✱ ❏✳✱ ◆✳ ❙✉♥✱ ❛♥❞ ❉✳ ❲❛♥❣ ✭✷✵✶✺✮✿ ✏❆ ◆❡✇ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ▼❡❝❤❛✲
♥✐s♠s ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❱❡❤✐❝❧❡ ▲✐❝❡♥s❡ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❈❤✐♥❛✱✑ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳
❘♦t❤✱ ❆✳ ❊✳ ❛♥❞ ❆✳ ❖❝❦❡♥❢❡❧s ✭✷✵✵✷✮✿ ✏▲❛st✲♠✐♥✉t❡ ❜✐❞❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ❡♥❞✐♥❣ s❡❝♦♥❞✲
♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥s✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❡❇❛② ❛♥❞ ❆♠❛③♦♥ ❛✉❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✱✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝
r❡✈✐❡✇✱ ✾✷✱ ✶✵✾✸✕✶✶✵✸✳
❙❤❛♣❧❡②✱ ▲✳ ❛♥❞ ❍✳ ❙❝❛r❢ ✭✶✾✼✹✮✿ ✏❖♥ ❈♦r❡s ❛♥❞ ■♥❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t②✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✱ ✷✸✕✸✼✳
❙ö♥♠❡③✱ ❚✳ ❛♥❞ ❯✳ Ü♥✈❡r ✭✷✵✶✶✮✿ ✏▼❛t❝❤✐♥❣✱ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❊①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❉✐s❝r❡t❡ ❘❡s♦✉r❝❡s✱✑
✐♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❙♦❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❡❞✳ ❜② ❏✳ ❇❡♥❤❛❜✐❜✱ ❆✳ ❇✐s✐♥✱ ❛♥❞ ▼✳ ❖✳ ❏❛❝❦s♦♥✱ ◆♦rt❤
❍♦❧❧❛♥❞✱ ✈♦❧✳ ✶❆✱ ✼✽✶✕✽✺✷✳
❨❛✈❛s✱ ❆✳✱ ❚✳ ❏✳ ▼✐❝❡❧✐✱ ❛♥❞ ❈✳ ❙✐r♠❛♥s ✭✷✵✵✶✮✿ ✏❆♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ■♠♣❛❝t ♦❢
■♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s ♦♥ t❤❡ ❖✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❇❛r❣❛✐♥✐♥❣ ●❛♠❡s✱✑ ❘❡❛❧ ❊st❛t❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✾✱ ✷✺✶✕✷✼✻✳
✹✶
